تمارين محلولة 


تمرين 01 

في مستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( أ :0:7) نعتبرالتحويل 

النقطي ۶ الذي يرفق بكل نقطة (بر:ءد) 74 النقطة ('بر'عد) '4/ 
3 - بر + عر 3ل = ابر 

3y + 3‏ عر = ابر 

1) ليكن ج لاحقة النقطة 74 و ': لاحقة النقطة '1[ . 

أوجد علاقة بسيطة بين 'ج واج (ج هومرافقج). 

2) برهن بأن مهما تكون النقطتين 4رو 8 وصورتهما '4 و '8 فإن 

|| = | 4| . 3) برهن بأن ‏ يقبل نقطة صامدة وحيدة ج 

يطلب تعيينها. 4) ) نقطة من المستوي لاحقتها (+3) . 

عين لاحقة "0) صورة © بالتحويل /ر . 

تمرين02 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس . نعتبر النقطتين 

4و 8 لاحقتاهما := ج و2 +1- - رج على الترتيب . 

1) برهن على وجود تشابه مباشر'ى نسبته 2/ وزاويته ار و 

. £ عين لاحقة ج مركز التشابه‎ . S(4)=B 

2) عين لاحقة النقطة 7 التي صورتها النقطة ٣‏ ذات اللاحقة 31 . 

3- أ) عين العبارة التحليلية للتشابه 5 . 
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7 


ب) عين معادلة صورة الدائرة التي مركزها 0 (مبدأ١‏ ونصف 
قطرها ع1 بالتشابه $ . 5 
تمرين03 

في مستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( :0:6 ) نعتبر النقاط 
0 ,1,1 لواحقها على الترتيب : ,5 + 1 , 1+1  ,‏ -1- . 
1- أ) عين العبارة المركبة للتشابه 5 بحيث : M1,‏ = (,31) 5 

د ,34 > (,5)34.. ب) عين العناصر المميزة للتشابه 5 . 

2) عين إحداثيتي النقطتين M;‏ د M,‏ حيث : M,‏ = (,31) 5 

د 14 > (,30) 5 . 3) نعتبر التحويل 5 ...8۰8۰ = "و 
تركيب ۸ مرة £ . أ)ما طبيعة التحويل "5 وما هي عناصره 
المميزة ؟. ب) حدد قيم العدد الطبيعي ر من أجلها يكون ”5 تحاكي . 
تمرين04 

(,::0) معلم متعامد و متجانس مباشر للمستوي . 
ليكن التحويل 5, الذي يرفق بكل نقطة 4 ذات اللاحقة < النقطة 
1 ذات اللاحقة 'ج حيث: 2+32(+1)- ج . 
1 عين طبيعة التحويل £ و عناصره المميزة . 
2)نعتبر الدوران /, الذي مركزه النقطة 0 ( مبدأ المعلم) 

و r‏ . 
و زاويته )4( نضع 5 =٥‏ . 
أ) عين طبيعة التحويل “ر و عناصره المميزة. 
ب)عين لاحقة صورة النقطة 4 ذات اللاحقة (3-) بالتحويل “ر. 
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ج) عين صورة المستقيم (2) ذو المعادلة 0= 1+ ر - × 
بالتحويل ر 

تمرين05 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (5). 

(2;1) ص نقطة من المستوي » ۶ تشابه مباشر مركزه 7 و نسبته 


2/دو زاويته > . (2) المستقيم ذو المعادلة 0 -1+ بر 2-2 › 


( :»د ) 4 نقطة من المستوي صورتها بالتشابه 5 هي ('بر ;'×) '14/ 
1) أعط الكتابة المركبة للتشابه £ . 

2) نضع رر¡ + × = ج و "ر + '× = 'ج. أكتب 'رو 'بربدلالة × وابر. 
3 استنتج معادلة ('7) صورة المستقيم (2) بالتشابه 5 . 

4) نعتبر التحاكي الذي مركزه © ونسبته 2 . 

أ أعط العبارة المركبة للتحاكي / . 

ب - عين طبيعة التحويل / 0 5 و حدد عناصره المميزة. 
تمرين06 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( ;1;ه). 

م التحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة (ر :×) 1 النقطة 


6 3 4¬ , 
M'(x;»')‏ حيث: ` 5 
سار +× == 
ات 
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1) أثبت أن مجموعة النقط الصامدة بالتحويل /ر هي مستقيم )۸( 
يطلب تعيين معادلته. 2) أثبت أن الشعاع 11747 يوازي شعاعا تابتا. 
3 أثبت أن منتصف ['1474] ينتمي إلى )۸( > ثم عين طبيعة 
التحويل ر . 

4) عين إحداثيتي النقطة 4 صورة النقطة (5:10- 
تمرين07 

)من بين الألجوية الثلاثة يبيد والس صحيح . 
عين الجواب الصحيح . كم 


العبارة المركبة للتشابه المباشر الذي نسبته 4/2 و مركزه النقطة 
Fa ١‏ 1 
(1:0)© و زاويته 6 هي: |) 1-7+ج(غ+1) دج . 


ب) 1 +ع( -1)- 7 . 
2) في كل حالة من الحالات الآتية ؛ بين فيما إذا كان التحويل الذي 
يرفق بكل نقطة 1 ذات اللاحقة ج النقطة '74 ذات اللاحقة 'ج 
لابه مياشر کے هين ماسر ادم 


ج) :+( -1)د 7 . 


7 = )1+ 3 ب)‎ ٤ ` gg =(1+ia+i (i 
7 =)1-/3(+1 (> z =22+1-¡ ج)‎ 
=) ه) 2-1 +ج داج و) +ع(‎ 


المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (o:j)‏ . 
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ec.com 


.  لیوحتلاب‎ 4 ) 


www fmathon: 


نعتبر النقط 4 8 K١‏ التي لواحقها على الترتيب : 


. 2 =-3- i» چ‎ = 1+ + 2, =2 


OF wm 1 ١ 5008‏ 6 
1) عين صورة النقطة 0 بالدوران الذي مركزه 8 و زاويته اق 


استنتج طبيعة المثلث 048 . 

2-) أكتب العدد المركب 22-5 على الشكل الجبري ثم الشكل المثلثي 
Z87 31‏ 

ب - ماذا نستنتج بالنسبة للنقط 4 » 8 ٠»‏ © . 

ج - عين المركز و النسبة للتحاكي / الذي يحول النقطة 4 إلى 8 


و يحول 8 إلى €٤‏ . 

تمرين09 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس [ ثر::0). 
م عدد مركب .2 7)نعتبر التحويل النقطي ,,7 من المستوي في 


نفسه و الذي يرفق بكل نقطة (ج) 74 النقطة ('4')2/ بحيث 
-1-مم +ج(غ +مم) = ' . 1) عين ۸" حتى يكون ,7 انسحابا 
2) بوضع /مم + م = م » أوجد العلاقة بين 4 ٠‏ 5 كي يكون التحويل 
,7 دوران. 77) في ما يأتي نأخذ 1 = 

-١ )1‏ احسب لاحقة النقطة الصامدة ج للتحويل ,7 . 

ب - برهن أن 7 هو تشابه مباشر يطلب تعيين عناصره المميزة. 
ج - برهن أنه من أجل كل عدد مركب ج لدينا: (2-1)/ - ج - 7ج › 
ثم استنتج أنه إذا كانت 1 تختلف عن س فإن المثلث "11/14 
قائم في 16 . 
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تمرين10 
المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (ز ;:ه) .نعتبر 
التحويل 7 الذي يرفق بكل نقطة (ر ;×) 14 النقطة ('ر ;'×) '14/ 


0 - ع2 - ' 


9-5 ات 6 

1 ناقش حسب قيم جم مجموعة النقط الصامدة للتحويل ,7 . 

2) برهن أن ,7 (2-1) هو تحاكي يطلب تعيين مركزه و نسبته. 
3) نعتبر الدوران م الذي مركزه (1:1)© و زاويته ,/2 . 

- عين طبيعة التحويل £ حيث: مه 7 = 5, و حدد عناصره المميزة. 
4) للتذكير: نعبر عن التشابه 5 الذي زاويته 6 و نسبته / و مركزه 
7 ذات اللاحقة ج ب : ( ےج -2) “46 = ج - 'ج. باستعمال هذه 
العلاقة عين العبارة المركبة والعبارة التحليلية للتشابه £ . 

تمرين 11 

نعتبر التحويلين النقطيين 5 و م اللذان يرفقان بكل نقطة (ر :عد) 4/ 
النقطة M'(x;y')‏ حيث : 


1 
3+ و3 - = اير (3-»)2=٭ 
. چ فق »© 
Xa ye‏ > , 
Jy‏ (1-ر)2 = J‏ 
1) عين مجموعة النقط الصامدة لكل من التحويلين 5 › / . 
2) بوضع رآ + »× = ج و ارق + ابرح ج . 
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| - أكتب العبارة المركبة للتحويلين $ ٠»‏ / . 
ب- استنتج طبيعة و العناصر المميزة للتحويلين '5 » ۸ . 
3) 4 . ير .© .0 نقط من المستوي و 'م › '8 0"٠‏ +'0 
صورها بالتحويل 35 . 
A'B' AB‏ 
ا بين أن 8م2 - '8 4 . ب ست , 
CD' CD E‏ 
4) عين مركز و نصف قطر الدائرة ("©) صورة الدائرة (6) التي 
مركزها (0:1) و نصف قطرها 3-۸ بالتحويل / . 


3 


تمرین 12 
المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (أر::0). 


4م و 8 نقطتان لاحقتاهما على الترتيب : = رج 6 €= وج ٠:‏ 


8 5 ون وه 8 75 27 
1) م هو الدوران الذي مركزه النقطة 0 و زاويته ب 


نسمي © صورة النقطة 8 بواسطة الدوران / . 

| - عين الكتابة المركبة للدوران م . ب- عين ج لاحقة النقطة ٣‏ 
2) « مرجح الجملة ((1- بك ),(2(,)8:2+:©)] . 

أ احسب وك لاحقة النقطة 2, . 

ب) بين أن النقط A‏ » قلرء ') ٠»‏ 7 تنتمي إلى نفس الدائرة. 

3) / هو التحاكي الذي مركزه 4 و نسبته 2 . 

نسمي ع صورة النقطة 7 بالتحاكي / . 

أ عين الكتابة المركبة ل / . ب عين ,ج لاحقة 2 . 

ج -عين العبارة المركبة للتحويل ٠٣‏ / وحدد عناصره المميزة . 
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تمرين 13 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (5:). 

نعتبر التحويل ر الذي يرفق بكل نقطة (بر M(x;‏ ذات اللاحقة ج 
XxX =Ax- 43y‏ 

Ay‏ + عد ]مار 

مع R*‏ . 1) عين مجموعة النقط الصامدة للتحويل ي/ر . 

2) أوجد العلاقة بين ج و 'ج . 

3 ناقش حسب قيم ۸ طبيعة التحويل ر و عين عناصره المميزة. 

4) عين طبيعة التحويل ,ره ر = 5 و عناصره المميزة. 


النقطة رك M'(x';‏ ذات اللاحقة 7 حيث: 


تمرين 14 

1) برهن أن عبارة التشابه المباشر الذي مركزه النقطة ج لاحقتها 
رج و نسبته »۸ (0 < 64) و زاويته 6 و الذي يرفق بكل نقطة 
(2) 30 النقطة ('2) '14 هي: (,ج -ج) ۸ = رج اج 

2) باستعمال القاعدة السابقة : 

أ استنتج طبيعة و العناصر المميزة للتحويل £ المعرف ب: 


(-1-ع) “م2 د( +1)- 2 . 
ب عين لاحقة النقطة 8 صورة النقطة 4 ذات اللاحقة ,2 


: ف us‏ مي 7 ع aR de‏ 5 
بالتشابه 6 الذي زاويته و نسبته 2 و مركزه النقطة ذات اللاحقة 


.1+27 


E 


تمرين 15 
المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (ز ;1:ه). 
C١ 8 4‏ نقط من المستوي لواحقها على الترتيب : 


درج + -][= رج › 1~ = ze‏ : 


1( نعتبر التحويل 5 المعرف ب: 1-2 + ج203 - ج . 


أ أعط الشكل الجبري للعدد المركب 203 › و استنتج الكتابة 
المركبة للتحويل 5 . 

ب- ما طبيعة التحويل $ و عناصره المميزة؟ : 

2) | -عين لواحق النقط '4ر. '8 ."© صور النقط 4ى8 » © 
بالتحويل 5 . 

ب- بين أن المثلثين "486 و 4'8'٤'‏ متشابهان. 

3) لتكن © مرجع الجملة [(2(,)8:1(,)4:3-:©)) 

أ عين إحداثيتي النقطة 0 , 

ب عين لاحقة "© مرجع الجملة ))٤':-2(,)8';1(,)4';3([‏ 
ج - عين ,رج حيث: (5)6 = '6 . ماذا تستنتج؟ 

4) نعتبر التحويل T‏ الذي يرفق بكل نقطة 1 النقطة '14 حيث: 
MM = 3MA + MB - 2MC‏ . بين أن GM' = -GM‏ «ûم‏ 
استنتج طبيعة التحويل 7 و عناصره المميزة. 


TF 


حلول التمارين 
حل التمرين 1 


3y +3( = (1‏ - ع )1 +3 بر + موقل = ر + من = اج 

3y +3 =‏ ¡- ک3 ر + ×3 - 

- 3 (x (برة-‎ - y+ ix-3+3i = 

= /3)x- iy) + (مة -عد)غ‎ - 3 + 31 = 

- 3ل)‎ +i)(x-iy)-3+3i= قلم)‎ +1)2-3+3i 
. إذن : 3 +3+1[(2-3/) - ع‎ 
: إذا كان ه,ط, '8',4 هي لواحق النقط ,4 , 8 , 'كر,/2ر فإن‎ 2 
(7F) "متمد‎ ( LD -| همع« + قل‎ 
.16- a= »م‎ |= | - a| : نعلم أن : ۾ -طا=»-ط ومنه‎ 


b-a)‏ -ط هو مرافق العدد المركب ۾ -ط ونعلم أن عددين مركبين 
مرافقين لهما نفس الطويلة . ) . 

|48| ×2 - [ه- | ×+ 3ل =| 4| . إذن مهما نکن 
النقطتين 4 ,8 وصورتهما '8',4 فإن N:‏ 48 . 


3( النقطة (رعد) هج هي نقطة صامدة بالتحويل يعني 
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8 بر + عر3ل.‎ - 3 - × 0 x= x 
سوا‎ 0 - 
م‎ 95 (3-1) x+y =3 
ددر(+3)-ء| ” لدا‎ 
© )0/3:0/3[ إذن النقطة الصامدة للتحويل £ هي‎ 
نعلم أن صورة النقطة ذات اللاحقة ج هي النقطة لاحقتها 'ج‎ )4 
: حيث : 32 +1[2-3+ 3/) = . ومنه‎ 
دم‎ (J3 +i)z-3+3i= (N3 +i)(N3-i)-3+3i = 
= 4-3 + 31 =1 + 1 


حل التمرين2 


1) نعلم أن العبارة المركبة للتشابه هي من الشكل : 5+ 47 = 'ج 


. a= 2 (sri | نا‎ 

لدينا 8 = (4) 5 يعني : 6+ ر:(1+4) = وج ومنه: 

=i‏ :(: +1)-(:1+2-)- رة(: +1)- رع ثة. 

إذن يوجد تشابه مباشر نسبته 2/ وزويته 2 ويحول النقطة 4, 


إلى النقطة 8 وعبارته المركبة هي : 1+ 2 (/+1) = 'ج 
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نعلم أن ج هي معرفة ب + 1(2 +1) = ج ومنه 1- - يج 
2) النقطة ٤‏ صورة النقطة ( بالتشابه £ يعني © - (2) 5 
tezi _ 2i‏ 
1+i‏ +1 
3-أ) بوضع وة + ع = ج و "ر + نهر = بج فإن : 
iy' = (1+i)(x +iy)+i= (x- y)+i(x+»+1)‏ + عر 
١‏ لر س يل ك چ 
وة : العبارة التحليلية للتة 
الوم © وهي العبارة التحليلية للتشابه 5 . 
ب) نعلم أن معادلة الدائرة التي مركزها 0 ونصف قطرها 1cm‏ 
هي : 1= ر + ير (*). من الجملة السابقة © نستنتج أن : 


ومنه + ر1+1(2) = ,ج ومنه م +1 - 


tp > 


(1- برج )=× و (1- + x‏ )2= ر وبتعويض في 


المعادلة (*( نجد: 1= (1- ر + )+ امايو 
وبعد النشر والتبسيط للمعادلة نجد : :1= 2-27 ر + 2 
تسحة یں را اتی ری يي حا 
بالتشابه 5 هي : -2y-1=0‏ ”ر +× . 
حل التمرين3 
1-) نعلم أن العبارة المركبة للتشابه ك5 هي من الشكل: 6+ ج0 = z'‏ 
حيث ۾ وم عددين مركبين . 
M,‏ - (,31) 5 يعني ( + (51 +1)م -1 +1 
S)M,(= M,‏ يعني ط+(a)1+1 -1-i=‏ 
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إذن لدينا الجملة : 


a(1+5i)+b=1+i 

a(1+i)+b=-1-i 

: ومنه‎ 21 =1 +i : r E 

i(‏ -3(1 لا اا ا ي . وبتعويض في إحدى 
i‏ 


. [-ه- دق‎ r ag heal 
=1 )1-(2+)-2-( : إذن العبارة المركبة للتشابه ©$ هي‎ 
ب) العناصر المميزة للتشابه ك هي : - النسية , لا‎ 

- الزاوية : ك- -[(-1) are‏ . 


- المركز : ti‏ ج لاحقتها ےج 


حيث: 1 -2- ر( -1) = رچ ومنه ¡+3-= ,ج 
© ,11 - (,114) 5 يعني 
(1-1)(-1-i)-2-i=-3-i‏ ولا = ,2 

: يعني‎ 5 )M,(=M, 


4 - :-2 -(1 -3-)(1-1) 7 = ,2 . 
3- أ) التحويل ك...ه 5ه 5 = ”ى مركب من ۸ تشابه مباشر لها 
نفس المركز 7 فهو تشابه مركزه 27 ونسبته هي : 
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00 وزاويته تساوي وتان . ب) يكون التحويل 
”5 تحاكي إذا كان کے ومنه (ke Z7 )n - -4k‏ 


حل التمرين4 
 - )1+ (2+3 )1‏ هي الكتابة المركبة للتشابه 5 الذي 


نسبته تساوي 2 =| +1( وزاويته arg(1+i)=‏ ومركزه 


النقطة الصامدة ج ذات اللاحقة , ج- ‏ أ3 _ 31 


فل +1“ 


2- أ) التحويل 5= گر يعتبر تركيب تشابهين مباشرين لان 
الدوران ٣‏ هو تشابه نسبته 1 . إذن التحويل ۶ مركب من تشابهين 
فهو تشابه نسبته جداء النسبتين 2- 10/2 وزاويته مجموع 
الزاويتين : ا -|5- )+5 ومركزه النقطة الصامدة © 
للتحويل ۴ . لتعيين النقطة © نجد العبارة المركبة للتحويل / . 
لدينا ٣٥5‏ دار حيث , هو الدوران الذي مركزه 0( مبدأ المعلم ) 
وزاويته )74-( وتكون عبارته المركبة هي : چ = 'ج 

“31 > (,34) > | (30) كراء - (30)(كوهم) . 
r(M,)=M'‏ يقلي ت ۸[ = ع 

S(M)=M,‏ يعني 31 + 1(2 +1) = ج 


5 0 


ومنه : 3+( -1) =| 31+ )1+1( iz, = -i[‏ = مرج 

إذن العبارة المركبة للتحويل f‏ هي : 1-1(2+3)= 2 . 

لاحقة النقطة الصامدة للتحويل ثم هي معرفة ب : 

3 + يج( -1)- بج ومنه /3- د يج . 

ب) '4 = (4 ) f‏ يعني : 

)1-i(2 + 3= )1-i()-3(+3 = 3‏ = 2. 
ج ) بوضع ر + عر = ج و "ر + “براح 'ج وبالتعويض في العبارة 
المركبة للتحويل ۶ نجد العبارة التحليلية ل ر . 

x + y' = (1-i)(x+ip)+3= (x+ y+3)+i(-x+ )ر‎ 
ا‎ 5 00 96 

1 (3- "برج عد) ول = ر 
وبتعويض عد ودر بدلالة 'ير و “بر في معادلة المستقيم (7) نجد 
معادلة المستقيم ('7) صورة المستقيم (7) بالتحويل /ر: 
(x+y -3( 1-0‏ -(3- ثب - (x‏ ومنه 
0 -1+ 'بر- ومنه 1= 'ر . إذن معادلة ('2) هي 1= ر. 
حل التمرين5 
1) العبارة المركبة للتشابه 5 هي من الشكل 6+ 47 = 'ج 
لدينا : 1+1 - )%4 a= (2 (cos + isin‏ . نعلم أن : 


و , 
برج عر ح ثبل 
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: b 
8 b= 2, (1-a) = (2+ i)(-i)=1-2i ومنه‎ re 
. = )1+1(2+1- 21 : إذن العبارة المركبة للتشابه 5 هي‎ 
' د‎ x + iy = )1+()x +9 (+ 1-21 = 


2( 
i) + -2(‏ +(1+ر-x)‏ - 
فعنه ورپ ومنه (1+ ر + ×( x=‏ 
لدع در (3+ + )ولا = ر 


3) بالتعويض في معادلة المستقيم (2) نجد معادلة المستقيم (/7) 
1-2-1-0 برج عر )و1 م 

: ٍ +(3+ ر + +1)-2x ⁄4( x‏ ري x(x‏ 
قن معدنة زوق صورة (2) بالتشابه 5 هي 1-0-+2 , 
١ -4‏ ) العبارة المركبة للتحاكي / هي على الشكل ( + جم = 'ج حيث : 
(41-*1 ع » . ıd‏ 2 -4 ونعلم أن : 0+ 2= ج ومنه : 
[م-2- اذ 5 e‏ إن 001 

9 و 1 ادن العبارة المركبة للتحاكي :/ هي 2-1-ج2 د اج 
) التحاكي الذي نسبته (0 < ۸) ۸ يعتبر تشابه نسبته ۸ وزاويته 0 
إدن التحويل ,ره 5, هو مركب من تشابهين لهما نفس المركز ۾ فهو 
تشابه نسبته جداء النسبتين 20/2 = 2/2 ومركزه النقطة يم 
وزاويته مجموع الزاويتين و 0+ إ/1 : 

حل التمرين6 

M(x») (1‏ نقطة صامدة بالتحويل ر يعني f (M)=M‏ ومنه 
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يكافئ = ول ا و 


X= N 
32+ +24 = ر‎ 


إذن مجموعة النقاط الصامدة للتحويل / هو المستقيم (۸) ذو 
المعادلة : 0 = 2+ ر-3×x‏ . 
MM = (x'- x)i+(y'-y»)j=‏ 
31 ا 7 3-6 9 ])- 
F-4 4+74) = 2‏ 6 | - 
%(3x-y+2)(-3i+ j) =k (-3i+ j),( eR)‏ = 
بما أن MM = k(-3i+ j)‏ فالشعاع :7777 يوازي الشعاع 
الثابت ز + [3-=» . 
3) ليكن 1 منتصف القطعة المستقيمة [/11/] فإن : 
x+x 1‏ 


1 6 3 1 
(6-مر 0 3 5 6 ي 2 


2١ 1‏ 9 13 برجبسر 
2 + بودي د | جيه بويد ورم a‏ 1 
J, 2 (2+2+2 - x+9y )‏ 
3x, - y, +2 = %4) +39 -6(- Mg) 3 +97 +2(+2 =0‏ 
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إذن النقطة [ منتصف [ ' 11411 ] تنتمي إلى المستقيم (۸) . 
التحويل ر هو تناظر بالنسبة إلى المستقيم )۸( وفق منحى الشعاع 
ز +3-=» . 4) إحداثيتي النقطة '4 هي : 

4 _ _- 
1 = %4 -10»اي/ة + (5-) »ييه كا پر 

27 
y= 34× )-5( + 4× 10+74 = 1‏ 
حل التمرين7 
1) الجواب الصحيح هو رقم ( 3 ) أي العبارة المركبة للتشابه £ هي 
2+1( -1) = ج لان نسبة التشابه 5 هي 2/ = | - 1|وزاويته 
774 - (1 - 1) ونه ومركزه ۾ حيث a,‏ 2 

° 1-)1-( 


2) نعلم أن العبارة من الشكل / + ج = 'ج حيث ۾ عدد مركب 
طويلته لا تساوي 1 تمثل تشابه مباشر . 


التحويل المعرف ب : :+ 2( +1) = 'ج هو تشابه نسبته 

2/ =| + 1| وزاويته 7/4 arg (1+i)=‏ ومركزه النقطة ج 
1 - 

° 1-)1+( 

التحويل المعرف ب : =(1-N3)2+1‏ 7 هو تشابه نسبته 

2 - |3 - ۱| وزاويته 74-=)3 arg (1- N‏ ومركزه ۾ 


حيث : ¡ 3⁄4 = يه . 


ذات اللاحقة 1-- 2 
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الكتابة المبسطة للتحويل : | )2-2 هي 1+ 21 داج 
مج 

وهي تمثل تشابه نسبته 2 وزاويته ,/7 = (1) عه ومركزه النقطة 

ج ذات اللاحقة 2,1 1+27 1 
5 5 1+2 

حل التمرين8 

1) صورة النقطة 0 بالدوران الذي مركزه 8 وزاويته ,/2 هي 

النقطة 4 . يمكن التحقق من هذا باستعمال العبارة المركبة 

للدوران وهي : 27 + ج: = 'ج . وتكون صورة النقطة 0 بالدوران 

هي النقطة التي لاحقتها 21 -27 +0 ×1 = ج وهي تمثل لاحقة 4 

المثلث 048 هو قائم في 8 ومتساوي الساقين . 


يوب 5 


ر (حلة_ -i+1-i‏ 3 _ موقحية 


ET (i-2 
2“ م-1- 1+2-7- وكا‎ 
° - 2 ) ومع‎ 0 + is1 0( ويكون الشكل المثلثي هو‎ 
ورة‎ 34 
- 2/7 - 


' arı e -(58:5)-ز‎ 


ب) نعلم أن : 
م ZB‏ 


إذن النقاط ٤,8,4‏ هي على استقامة واحدة , 
ج) نعلم أن العبارة المركبة للتحاكي هي من الشكل م + جم - 


(1)- عه لين 160402 وی 0+ عه = وء 
+b h(B)=C‏ وهه دج 
بالطرح طرفا من طرف نجد : ( ج - وج)4 = وج ج ومنه : 
:2 15 3 
2-2 © = ۾ وبالتعويض في إحدى المعادلتين للجملة السابقة 
“A4‏ ىم 


نجد : 31 - -1- = 1-41 +1- د ,24-22 b=‏ > ومنه العبارة 
المركبة للتحاكي هي : 22-1-31 = ج . مركز التحاكي هي 


النقطة الصامدة ى ذات اللاحقة : 21+38 عم 
حل التمرين9 

1. 1) يكون التحويل ,7 انسحاب إذا كان : 1 - : + ,مر ومنه 
21-7 نر 


2) يكون التحويل يل ,1 دوران إذا كان 1 - | + | » 
بوضع : اط + ۾ = يم فان 1ے 1 : 
# ن 1= (1+ م) + مل =| + | ومنه 
1= )1 ۾ ومذ | 
= (5+1)+ © ومنه 20-0 + :5 + ”۾ . يكون ,7 دوران 
إذا تحقق مايلي : زم + م =" و 20-0 + 2م + ۾ 


11 1- - أ) لاحقة النقطة الصامدة م ل ,7 هي 1- i‏ 


`“ 7 1-)1+( 
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ب) التحويل ,7 هو معرف بالعبارة المركبة z2 = (1+i)z-i‏ وهي 
من الشكل 5 + جم = 'ج و 1+ 2/. =|¡ + 1 = || فالتحويل |7 هو 
تشابه مباشر مركزه النقطة (1:0) ج وزاويته 7/4 arg (1+i)=‏ 


ونسبته 2/. =| +1| . ج) لدينا ¡-1+1(2) =2 ومنه 


(1-ج))+ج- 2 ومنه (2)2-1-<2-2 . إذاكان 1 ج أي : 


4 
الى Mong FE‏ 
1 بختا عن ص فإن : 4 - , ونعلم أن 1 ج ومنه 
ا 
, 
ےآ 4 5 
و ےگ ےک برفته اه 
tw 7E 2-1 2-2‏ 


إذن المثلث "2111/1 هو قائم في 11 . 


حل التمرين10 
1) 1 نقطة صامدة بالتحويل ,7 معناه : 74 - (74) 77 يكافئ 
کی کڪ کل عد = ين ح عري20 
ع بكاف ؛ 
ا 6ت ا 


-1(x-a =0‏ 2( 4 
ie‏ 0 ( 
محدد الجملة (*) يساوي (1- 2)2 . 
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- إذا كان 0 ع جه و ياغ ين فالجملة (*) تقبل حل وحيد (x:3)‏ 

ويكون للتحويل ,7 في هذه الحالة نقطة صامدة وحيدة ( رر زر×)ت. 
-x× =0‏ 

e 

وهي جملة مستحيلة ٠‏ وبالتالي لا توجد أية نقطة صامدة ل ,1 . 

- إذا كان و = ين فالجملة (*) مستحيلة ومنه التحويل ,7 

ليست له أية نقطة صامدة . 

2) من أجل 1 ح بم لدينا ,7 وهو يحول النقطة (برعد) 34 إلى 

21-1 حير 

1 ek 

التحويل 7 يقبل نقطة صامدة وحيدة (1:1) a‏ . 

aM = (x -1)i+(y'-1)j = 2(1-ع2)‎ + (2y ز(2-‎ = 

= 2[(x-1)i+(y-1)j | - 4 

بما أن 2514 = أ1 حسب التعريف فالتحويل ,7 هو تحاكي 

نسبته 2 ومركزه النقطة الصامدة (1:1)© . 

3 التحويل ٣ه‏ ,7 = 5 هو مركب من دوران مركزه س و زاويته 

7/4 والتحاكي ,7 نسبته 2 ومركزه ص فهو تشابه ( حسب التعريف) 


مركزه س وزاويته 4 ونسبته2 . 


- إذا كان 0 = ين فالجملة (*) تصبح : 


النقطة M'(x;y')‏ حيث : 
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4 ) نعبر عن التشابه £ الذي زاويته ا ونسبته 2 ومركزه چ 
ذات اللاحقة ( +1 - يج ب: (7/-1-ج) 263 -(1+7)-ج 
TF 5‏ ا HF‏ 5 3 
(cos + isin )(-1-1)=‏ 1+1)=2(- 7 


= (1+ N3)(:-1-i)= (1+ N3)2-1+ 3 -i(1+ J3) 
ومنه : (-1) 3 +3(2 +1( = 7 وهي العبارة المركبة‎ 


للتشابه 5.. بوضع ر + × = ج و “بز + '× = 'ج وبالتعويض في 
العبارة المركبة للتشابه 5 نجد العبارة التحليلية . 


(1-1) 3 +(¡ + ع ) ( 3 +1 ) = "ر +× ومنه : 
(3- ر +3 د )ذ + 3ل + x" + iy' = (x- J3y‏ ومنه : 
3077| وهي العبارة التحليلية للتشابه 5.. 
3 ر +3/× = ر 

حل التمرين 11 


1) (ر ;»)1 نقطة صامدة بالتحويل ى يعني 1=( 1) 5, 
يكافئن ( ×= !»× و برح "ر ) ومنه : 


TS 5 50 


2+ ر -×3/ = ر )2( 0 - 2 جيرة -عر3ل. 
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0 
إلا 


1-21-( + »)2 = 1(1- م)2 + زولا -ع )2 - "رذج مر = نج 
العبارة المركبة للتحويل / هي : 22-1-27 - 2 . 

ب) العبارة المركبة للتحويل 5 تدل على أن £ هو تشبه مركزه 
اللقطة الصامدة ج ذات اللاحقة 1= ,ج ونسبته 2 = |3 +1-| . 


arg (-1+ 3) - وراويته‎ 

هن شكل العبارة المركبة للتحويل // نستنتج أن / هو تحاكي نسبته 2 

ومركزه النقطة الصامدة © ذات اللاحقة 2,7 +1. 

3-) لنرمز ب : ۾,ط,ء,/ إلى لواحق النقط : 8,۸4 ,27,6 وب : 

. 2", , 8',۸4' : ,'ط, ",4 إلى لواحق النقط‎ ٠ 

لعلم أن : | -ط|= 48 و ' = '4'8 ولدينا : 

= (-1+ 3i)a+ 3+2/ 

b = (-1+ J3i) + 3ل‎ +2 

B' =| -a'|= |) حك‎ J 3)(6-4) = |-1+ J3i|« |0 -a| == 248 

ب) بما أن “4 و '8 هما صورتا النقطتين 4 و 8 بالتشابه 8 

لذي نسبته 2 فإن : 248 = '4'8 ( من خواص التشابه ) 

و أیضا: 207 -'/272 . لدینا 2 - EB‏ قف و 
AB CD‏ 

' A'B' AB 

د . 4)نعلم أن صورة دائرة ('©) مركزها 

ررم = و . 4) نعلم أن صورة دائرة (0) مركزها بم 


لصف قطرها م بالتحاكي م/ الذي نسبته م هي الدائرة (C')‏ 


بضرب المعادلة (1) في 3/ والمعادلة (2) في (2-) نحصل على 
23x +37 -3 0 6 )‏ 
الجملة التالية : بجمع (3) و(4 
د 
نجد 0 = 7- ر7 ومنه 1= ر وبالتعويض في المعادلة (1) نجد : 
٠ × =0‏ إذن التحويل £ يقبل نقطة صامدة وحيدة (2)0:1. 
(طرعد) 1 نقطة صامدة بالتحويل :/ يعني h(M)=M‏ يكافئ 
a‏ 5 
e ۳٣ z= 4 4‏ 5 د 
(1-ر)2=ر| 20ر 
التحويل ,/ يقبل نقطة صامدة وحيدة (1;2) 2 . 
2- أ) العبارة المركبة للتحويل 5 : 
- [2 خم -عقل)؛ + (3ل + 3y‏ -ع) = x+y‏ = 7 
¡y+ 3 )x- (+ )/3 + 21( =‏ - × - = 
-)x +i (+ 3 (x +? y)+ (¥3 +2) =‏ = 
-(x+iy)+ J3i(x +iy)+ (3+21) =‏ = 
iy)+ +) 7/3 +2:( - (- 1+ 3(2 + )3 +2:(‏ +ع ) [:3/ +1- -( 
إذن العبارة المركبة ل £ هي : )3+21( (-1+iN3)2+‏ - 
العبارة المركبة للتحويل / : 


1 
~ 1 
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0 


مركزها (2)/ = 'ج ونصف قطرها مع« || = "م . 
احداٿياتي 'ج هي : -١‏ =( 4 -2)0- ر 

. ' =2xr=2X3=06 . دير‎ 2)1-1(- 0 

مركز الدائرة ()) هي (1:0-)'7 ونصف قطرها 6 = م . 


حل التمرين12 

1- أ) الكتابة المركبة للدوران / الذي مركزه النقطة 0( مبدأ المعلم ) 
وزاويته 0 هي من الشكل : ج = 'ج حيث : 6 مأو + C040‏ - 4. 
إذن الكتابة المركبة للدوران ۽ هي 


0 2r .. 2r 1 413 
. چ‎ =| cos-——+ isin ج| لثمي |=ج‎ 
3 3 2 2 


ب) لدينا € = (8)/ ومنه : د 


0 57 0 Sr 3 1. 
tj E ` = 8 3 + 50 î 2 سے مسسسح وب‎ 


2 


1- ةلمج ةلمح _ 22+ ,22+ ,2= _ 


م اوس بد : 

TIT 3 2 
3 8 |_3 8 
0 يرقلا‎ - =1 o8 =| - =1 
OD=|-ij=1 ٠ OA =|i|=1 
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بها ان :1 = 07 = 0 = 08 = 04 فالنقاط : 

.8 , ,0 تنتمي الى نفس الدائرة مركزها 0 ونصف قطرها 1 . 
3- أ) الكتابة المركبة للتحاكي /١‏ الذي نسبته 2 هي من الشكل 

+ 27 = 7ج . وبما أن 4ر هي مركز التحاكي فهي النقطة الصامدة 
للتحاكي ,/ ومنه 4 = (4 )// يكافئن + ,27 - ,ج ومنه 

| ج- = م »ء إذن العبارة المركبة للتحاكي |١‏ هي ¡ - 22 = 'ج 

ب) :1 صورة النقطة 7 بالتحاكي:/ يعني ٤‏ =(()/ ومنه 
ج ) العبارة المركبة للتحويل مه ب/ 
)"71 جل (ح) 11 جت (حج) 11 . 


(31)/ - ,1/1 يعني : )4+( 2 


(/3) - '1 يعني : 


مو د قد ر22 درج. 


/ (تلضحد) عند | + )2د ند ودبع 
اذن العبارة المركبة للتحويل ,ه// هي : 103[2-7 +1-) د 7 


التحويل ,0// هو تشابه نسبته 2 - |3// +1-| وزاويته هي : 


ا arg (-1 +i3)=‏ ومركزه النقطة الصامدة ذات اللاحقة : 


3( (تلضعم)ف بر _- 


- سے ابن دب 3 


° 1-)-+N3( 2-3 7 
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حل التمرين13 


1) (ر;×) 74 نقطة صامدة بالتحويل وك يعني 94 - (04) زر 
×= وةلحفدعة - ]بي 0= 23y‏ -»(4-1) 8 
بر = ر2 + ةا - ر 0= 4/3x+(4-1(y‏ 
الجملة (*) تقبل حل وحيد (0:0) . 
إذن التحويل رر يقبل نقطة صامدة وحيدة (0:0) . 

7 = [برقاحة -ععة ) - "رذج مر‎ + 1)43 +29 (= (2 
(4x +iAy)+ AN 3ix- 23y = 2(x + iy) + 23 (ix ») 
= 4(x + iy)+ A.3 (ix + y)= A(x + iy)+ 2/31 (x + iy) 

= (4+ 4N3i)(x + iy)= (1+3) 

3 من أجل كل* 28 : |2|4 = | N3 (|= |4| + N3‏ + 2)1 

- إذا كان 1⁄4 - = 4 فإن 1= ||2 ويكون التحويل,/ر دوران 


مركزه (0)0:0 وزاويته هي : are (- 4-174 [ = r‏ 


- إذا كان 1 = 4 فإن 1 -|2]2 ويكون التحويل ,كر دوران 


مركزه (0)0:0 وزاويته هي : 10 ت [ انول are)‏ 


- إذا كان [و/! ;4 -) - *12 2 فان 1 + |2|1 ويكون 
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التحويل ,/ر تشابه مركزه (0)0:0 وزاويته هي 17 لما يكون 
عدد حقيقي موجب و ,/47 لما يكون ب عدد حقيقي سالب . 


4) التحويل ,/. هو معرف بعبارته المركبة :: ( 2/3 +1) = 'ج وهو 
تشابه نسبته 2 و مركزه (0)0:0 وزاويته ,2 ۰ إذن التحويل 

/ره بر = ى مركب من تشابهين لهما نفس المركز › فهوتشابه 
مركزه (0)0:0 ونسبته 4 = 2 وزاويته 27/4 = ,22 . 

حل التمرين14 

1) نعلم أن العبارة المركبة للتشابه 5 الذي نسبته / وزاويته 6 
ومركزها النقطة ج لاحقتها ,ج هي من الشكل : (1) 42+06 = 'ج 
حيث : (0هذة: + 0 وم») k‏ = ۾ . بما أن ,ج هي لاحقة النقطة 
الصامدة ج فان : (2) 6 + ,جم = ,ج. بطرح المعادلة (2) من 
المعادلة (1) نجد: (*) (4)2-2= ,2-2 . 

نعلم أن الشكل ألأسي للعدد المركب ى هو : '0/ = ۾ وبالتعويض في 
العلاقة (*) نجد : ( رج ke" )z-‏ = رج - 2 . 

2- أ) لدينا © معرف ب : [(+1)-:] ° -(1+i)=2¢‏ 7 1 
بالمطابقة مع العلاقة السابقة نلاحظ أن : 

K=2 s9 >, =1+i‏ د =0 . إذن التحويل 'ى هو تشابه 


نسبته 2 ومركزه النقطة ذات اللاحقة 1+7 - ,ج وزاويته ,/2 = 0. 


$ 


ب) باستعمال القاعدة السابقة للتشابه : (,ج 3( ke"‏ = ىج داج 


4 


نستطيع أن نعبر عن التشابه 5. الذي زاويته 7/4 ونسبته 2 ومركزه 


النقطة ذات اللاحقة (/1+2) ب : 

(2-1-21) 2 - (/2 +1)- 'ج ومنه : 
(1+2)+(1-2-ج) 2= 7 . لدينا 8 = (4) 5 ومنه 
(1+27) +(1-2-رع) 240 - رج . نعلم أن 27 - چ 
ور لدنج يلا = ب cos 7/4 + isin‏ = ثم ومنه : 
2-8( ال ل 4+4 0 
حل التمرين15 

iz 1 3‏ 
1 1)18 )د جضن كوم )د 23 


: م2 دج‎ 3 2+1-i= (1+ N3)2+1-i 
وزاويته‎ 1+ N3|=2 ب) التحويل 5 هو تشابه نسبته‎ 
ومركزه النقطة الصامدة ج ذات اللاحقة‎ arg (1+ N3) = 4 


قلدى 3ل _ تلضعاق-)_ 1-i‏ 1-4 
ا 2ے E‏ 


NG 3 3 
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2 (5)4 = '4 يعني 3+1 a, = (1+ N3)xi+1-i=-‏ 
(8)؟ = '8 يعني : ش 
3)i‏ +2-( + زقل +2( ع داعف )»تلهج )دبي 
(©) 5 -") يعني : 

)3-1( دن- اج(ك-)»ز N3‏ +1( دمج 

ب) بما أن النقط '4 , '8 , "0 هم صور النقط 4 , 8ر, © بالتشابه 
الذي نسبته 2 فإن ( من خواص التشابه ) : 

4'B' - 248 , 8'0" - 286 , A'C'= 246‏ ومنه 

AF FE AG‏ ا عه 

-22 ص لجح حتت وهذا يعنى أن المثلثين 48٣‏ 
Cem AB BC AC‏ . 
"8"0' هما متشابهين . 


ةير (1-)3+1-1-2 _ 23~ وج + ,32 سا 
2 2 3+1-2 : 
3t, + zg ~22 _‏ 
٤ 3+1-2‏ 


2 
.33 5-2/3 
زج 
2 2 
ج) (5)6 = '@ يعني : ¡-1+ 3(2 +1) = بج ومنه 
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"| 


بك ده دنس زنج |(قلضج) - و2 


نلاحظ أن لاحقة 07 مرجح الجملة ))٥',-2(,)8',1(,)4',3([‏ 
هي ,بج لاحقة صورة © بالتشابه £ وهذا يعني أن التشابه يحافظ 


على مرجح الجملة . 4) لدينا : 2146 - MM - 31/14 + MB‏ 


بما أن © هو مرجح الجملة [(2(,)8,1(,)4,3-,1)0 فإن : 
MM - 3MA+ MB-2MC = )3+1-2( 116 - 6‏ 
نعلم أن '61/1 + MM = 1G‏ ومنه 27/6 = :7771 يكافئ 
MG + GM' - 6‏ ومنه GM = MG =-GM‏ . 

التحويل 7 يرفق بكل نقطة 1 النقطة 11 بحيث M1‏ 6--= 67/1 

هو تناظر مركزي مركزه النقطة ي . 


.رمي و يعبر لي أمري و احلل عقاة من 
7 معسسشس ‏ يي 
يده ياي کي 
ع ا 0 3 
لط E‏ 
4 
4 
: ا 
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تمارين مقترحة للحل 


تمرين 01 00 
7 )ليكن م التحويل النقطي من المستوي المركب و الذي يرفق بكل 
نقطة 74 ذات اللاحقة ج النقطة 1[ ذات اللاحقة 'ج حيث: 
(-1) 3 +ع [ قلخ + 1) - 7 . 
1)عين لاحقة ج النقطة الصامدة بالتحويل / . | 
2) ما طبيعة التحويل ١‏ ؟ 3) برهن أن المثلث ' 7/4/4 قائم في ۸11 . 
7) نعتبر التحاكي / الذي مركزه (1:0) 7 و نسبته (2-) و 

HF mm ds .:‏ 
الدوران م, الذي مركزه (0:1) / و زاويته 2 . 
- عين العناصر المميزة للتحويلين التاليين: 1إ 0٠ح‏ كر و7٠/-‏ دع 
تمرين02 58 
في مستوي الأعداد المركبة المزود بمعلم متعامد ومتجانس ( أ ::0) 
نعتبر النقط 4رء 8 )0٠‏ ذات اللواحق على الترتيب : 
/ ح بج » 7 +1- ع چ › =1+2i‏ 2 . 
1) أ- برهن على وجود تشابه مباشر مركزه 4 و يحول 8 إلى ٣‏ . 
ب - أعط قيس الزاوية و النسبة لهذا التشابه. 
2) ليكن (”1) مجموعة النقط 74 من المستوي التي هي مراكز 
التشابهات المباشرة و التي نسبتها 2/ و تحول النقطة 8 إلى © 
- عين المجموعة (1) . 
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تمرين03 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس (:1:ه) . 

لكل عدد مركب رن + عر = ج نرفق له النقطة (بربعر) 1 . 

1) عين المجموعة (7) مجموعة النقط 74 من المستوي و التي 
تحقق : 1+ (3/+1)-م| -|1-م|. 

2) نعتبر التحويل ۶ الذي يرفق بكل نقطة 1 ذات اللاحقة < النقطة 
"74 ذات اللاحقة 'ج حيث: (3-1)+zن-= ‏ , 

أ- عين طبيعة التحويل /ر و حدد عناصره المميزة. 

ب - عين المجموعة ('2) صورة (2) بالتحويل ۽ . 
تمرين04 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس )0:5( : 
لكل نقطة (ر;») 74 نرفق لها العدد المركب ر¡ + × = ج. 
(4)1:0 ۰ (8)0:1 نقطتان من المستوي. 

1) نعتبر التشابه المباشر ,ك الذي مركزه النقطة 0 ( مبدأ المعلم) 
و نسبته 2/. د ذاويته 2 . - عين الكتابة المركبة ل © . 
2) لیکن '4, و '8 صورتا النقطتين 4 و 8 بالتحويل ,5 . 
أ برهن على وجود تشابه مباشر ,8 يحول 4 إلى '8 و 8 
إلى 4 . حدد عناصره المميزة. 
ب - أكتب العبارة التحليلية ل ,5 ( '× و “بر بدلالة × وبر ) 
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ج -استنتج معادلة صورة المستقيم (D)‏ الذي معادلته 

0 = 1+ ر نر بالتحويل وى . 
تمرين05 
نعتبرالتشابهين المباشرين © و ,ك المعرفين بالكتابة المركبة كما يلي: 
zi 2:2 = (1+2+1‏ ص 2: رق 

]) عين العناصر المميزة للتشابهين. 2) بوضع ر¡ + × = ج 
و "رز + '×='ج اكتب رور بدلالة “مر و “در في ,5 و اكتب '× 
و 'بربدلالة × ولل في رک. 
3) حدد العناصر المميزة للتحويل ,كه ر5 . 
تمرین 06 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس (ز ::0) . 

- عين في كل حالة من الحالات التالية طبيعة و العناصر المميزة 
للتحويل ‏ الذي يرفق بكل نقطة 1 ذات اللاحقة ج النقطة '74 ذات 


اللاحقة 'ج. 
e [ j‏ 
i (2‏ 42+1 کڪ 


z' = (1-i)z+i (I 
. 2 =2(1+i)z+i—1 (4 < 


z7 = (1+ 3i)z-i © 


تمرین 07 
تعطى العبارات التحليلية للتحويلات النقطية ,/ »م ٠»‏ 3 © 7. 
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5 2 2 p1 / 00 
لوا‎ ٤ 1۹ 
,_3 1 ر‎ = 2+3 
y eT 1 


1( ر +×-)2/ = ابر 
1)أكتب العبارة المركبة لكل تحويل » ثم عين طبيعة وعناصره المميزة. 
تمرين08 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس [ أر::0) . 
نعتبر النقط : (4)1;0 ٠‏ (8)2:0 » (1;1) ° 


rl r اا‎ 


1 عين نسبة و زاوية التشابه الذي مركزه 8 و يحول 4 إلى © ٠.‏ 


2) ى تحويل نقطي في المستوي يرفق بكل نقطة 1 ذات اللاحقة ج 

النقطة 1 ذات اللاحقة 'ج حيث: ,2 + (7/-1) = ج 

- ما طبيعة التحويل ؟ ما طبيعة المثلث '771/14 ؟ 

تمرين09 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس j(‏ ;0) . 

نعتبر التحويل 7 الذي يرفق بكل نقطة M(z)‏ النقطة M'(z')‏ 
2 

حيث: ج 3 م = ج . 1) ما طبيعة التحويل 7 ؟ ما هي عناصره 

المميزة؟ 2) لتكن النقطة ,74 ذات اللاحقة + 3/ = ج . 
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لاحقتي ,1 و ,1 حيث: )M1, (= M1,‏ 1 د ,31 1)M,(=‏ . 


3)احسب العدد المركب 23 ثم استنتج طبيعة المثلث ,1,01 11 
3 ونه 

4) نعتبر الدوران ‏ الذي مركزه النقطة 0( مبدأ المعلم و زاويته ,7 

- عين التحويل 5 حيث: مه 7 = 5 وما هي عناصره المميزة؟ 

تمرين10 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( أر::0) . 

١ ٠ B۰ 4‏ نقط من المستوي لواحقها على الترتيب : 

5+6 د ,2 › 2i‏ -7- = رج › 3-21 = 2 . 

1) تحقق أن النقطة ر ذات اللاحقة م + 2- = ,ج هي مركز الدائرة 

المحيطة بالمثلث 48€ . 

2) لتكن 7/7 النقطة ذات اللاحقة (5-) . عين العناصر المميزة 

للتشابه المباشر الذي مركزه 4 و يحول النقطة © إلى النقطة 1 . 

3) لتكن النقطة / منتصف القطعة المستقيمة [aC]‏ > عين لاحقة 


النقطة € صورة ] بالتحاكي الذي مركزه 8 و نسبته ,/2 - ۸ . 


3 
تمرين11 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس (آر:0:7) . 
النقط : (4)0;1 » (8)0:2 » (1:1) ©. 

1) عين زاوية و نسبة التشابه المباشر 5, الذي مركزه 8 و يحول 
اء إلى “7 , 
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2) 74 و '74, نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب ج ٠‏ 'ج 
حيث: (14) 5 = '14, . عين مجموعة النقط 1 من المستوي حيث 
0M |= om‏ . 3) م الدوران الذي مركزه 4 و زاويته 3 5 
أ- عين العبارة المركبة للدوران م . ١‏ ب- عين لاحقة النقطتين 

0 و £ المعرفتين ب: 0 -(8)م و ©6-(7)8. 

ج - عين العبارة المركبة للتحويل £ المعرف ب: "مه 5 = ر 

و استنتج عناصره المميزة. 

تمرین 12 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( :01) . 

نعتبر التحويلين ١‏ و ؟ اللذان يحولان النقطة (ر ;»)1 ذات 
اللاحقة ج الى النقطة M'(x';»"')‏ ذات اللاحقة 'ج حيث: 


,_1 ٠ 3ہ‎ 


1+ و ا 2+ ر - ×= ]| , 
SS: , ٤‏ 
1 4ن , JY =x+y-1‏ 
2- ل لير — = 1 
2 2 


1) أكتب 'ج بدلالة ج في كل من التحويلين /, و 5 . 

2) استنتج الطبيعة و العناصر المميزة لكل من التحويلين /, و ك 

3 نعتبرالتحويل 5٠7‏ = ر . أ أكتب العبارة المركبة للتحويل /ر . 
ب- عين مجموعة النقاط الصامدة للتحويل /ر. 

ج ما طبيعة التحويل £ ؟ 
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تمرين13 
تذكير: إذا كان £ تشابه مباشر مركزه النقطة ذات اللاحقة ,ج د 


لسبته / و زاويته 6 فان : (,ج -2) “أم/ درج - 2 . 

]) أكتب العبارة المركبة للتشابه المباشر الذي مركزه النقطة ذات 
اللاحقة /2- و زاويته //2 و نسبته 2 . 

2) نعتبر التحويل /, الذي يرفق بكل نقطة (ج2) 11 النقطة ('1')2/ 


بحيث: (21 + 2) + . أ ما طبيعة التحويل م و ما هي 
عناصره المميزة؟ . 

تمرين14 

في المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس [أر:/0) . 
لعتبر النقط 4مر.ء 8 7720٠‏ ذات اللواحق على الترتيب: 

=1+2i “+z, =1-|‏ ,ج > أ -3 = 2 41د رة. 

|)عين العبارة المركبة للتشابه '5 المعرف ب: 

. S(B)=D < S(A4)=(C 

2) عين العبارة المركبة للدوران م الذي مركزه 4 و زاويته 7 . 
3) عين العبارة المركبة ثم العبارة التحليئر” ':تحويل “ر المعرف ب: 
مه 5 = f‏ . 4) عين معادلة صورة الدائرة (")) التي مركزها 
e (1:2)‏ و نصف قطرها 2٥7‏ بالتحويل ر . 


7 


الجداء السلمي 


» الجداء السلمي في الفضاء 
تعريف: الجداء السلمي في الفضاء لشعاعين م و« هو 
الجداء السلمي للشهاعين, و« في كل مستو يحتوي هذين 
الشعاعين . 
- 0= .ى إذاكان 0-/ أو0=«. 
٠ .cos(%, 3 3‏ || = م u.‏ إذا كان ±0 u»‏ و #0« 
» حالات خاصة: 
- إذا كان الشعاعين/: و « مرتبطين خطيا و لهما نفس الاتجاه فإن : 
|| »| م.» (لأن 1= )» ,%( cos‏ ) 
- إذا كان الشعاعين ,م و بو مرتبطين خطيا و كان اتجاههما متعاكسان 
فان : | | - دم نه (لأن 1-=)» ,( cos‏ ( 
- يرمز للجداء السلمي 22.4 ب نم |ومنه : |7 |= “م 
٠‏ خواص الجداء السلمي: 
17ب اب أشعة من الفضاء . 1 عدد حقيقي. 
( يج .u.v=‏ 


.(4«).= 4(1.» )G 


من خواص الجداء السلمي نستنتج ما يلي : 
امس |= | اا + = ا 
. الجداء السلمى و الإسقاط العمودي : 
زو شعاعاق من الفضاء + إبر ؛ ع ءج فاك نقاط حيظ؛ 
AB‏ در AC ٠‏ در 
لتكن النقطة /7/ المسقط العمودي للنقطة ٣‏ على 
المستقيم (48) . يسمى الشعاع = 417 المسقط العمودي 
للشعاع « = 4€ على الشعاع ,, = 48 . 
1 


و کے 


3 م 


A H B 


نستطيع أن نبرهن أن: ۸8.4 = 46. ام 
مبرهنة: إذا كان ى ٠‏ « شعاعان وكان أ« هو المسقط العمودي 
للشعاع بر على فإن: أل بن ع ۷ 
نستنتج أن : إذا کان » «اشعاعان متعامدا ن فإن : 0 = م.م . 
اذا كان 48 و 7© شعاعان غير معدومين وكانت ') و '/ 
المسقطا ن العموديان على الترتيب للنقطتين ٣و‏ (/ على 
المستقيم (48) فإن : A4B.CD = 48 .C'D'‏ 
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A4 4 2 D' 
: العبارة التحليلية للجداء السلمي‎ « 
(ost) الفضاء منسوب إلى معلم متعامدو متجانس‎ 
. زر زعد)» و ('2 :برو )ا شعاعان‎ 2( 
امور = ريز‎ + yy + لدينا : يج‎ 
نستنتج أن:‎ 
|“ = ”ج + ”ر + ر = م ومنه : 2ج + و + دل‎ )1 
و را نقطتان من الفضاء‎ A(x $Y.) (2 
منسوب إلى معلم متعامدو متجانس فإن:‎ 


AB = 5696© ا‎ )ْ 7 (Ys 7 )ْ Hay “e ) 


المستقيمات والمستويات في الفضاء 
ه المستقيمات في الفضاء : 

التمثيل الوسيطي لمستقيم: 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامدو متجانس )٥:1;:۸(‏ . 
)م مستقيم يشمل النقضة )2 A(x:‏ و u(a;b;c)‏ 


شعاع توجيهي له . 
M(x: y;z)‏ نقطة من المستقيم (D)‏ إذا و فقط إذا وجد عدد 


حقيقي / حيث: »1= 401 . وهذا يعني أن : 


X = xX, + at X— XxX, = at 
1e R مع‎ Jy = ربز‎ + bt ومنه:‎ J ¬ J, = bt 
2= 2, اع‎ 2~ 2, = ct 


المستقيم (2) الذي يشمل النقطة ( :لز :»)4 و له شعاع 
توجيهي (4:6:2)/, هو مجموعة النقط (2 :ر ;»)11 بحيث: 


X= XxX, Haff 
رر = ر !(؟) مع ۸ ع۲ . الجملة (5) تسمى بالتمثيل‎ +1 
2= نج‎ +Ct 


الوسيطي للمستقيم (7) في الأساس ( 7:7 ) و يسمبى العذذ 
الحقيقي + بالوسيط . 
تمثيل وسيطي لقطعة مستقيم » نصف مستقيم: 
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4 و 8 نقطتان من الفضاء › نرمز ب 48 = . 
التمثيل الوسيطي للمستقيم (AB)‏ الذي يشمل النقطة 
( ذل زود )4 و يقبل (4:6:2),, شعاع توجيهي له هو : 


Xx = 1ن‎ 
1e R مع‎ (5) J = yy + bt 
أن + ,2 دج‎ 


- التمثيل الوسيطي للقطعة المستقيمة [48] › يتم بأخذ 
[0;1] ع ۲ في الجملة (5) . 

- التمثيل الوسيطي لنصف المستقيم (48] هو الجملة (5) 
مع [مه+ :0 ]ع 1 . 

استعمال المرجح: 

4 و 8 نقطتان من الفضاء . 

- المستقيم (48) هو مجموعة مراجيح للنقطتين ۸4 و 8. 

- القطعة المستقيمة [48] هي مجموعة مراجيح للنقطتين 

4 و 8 مرفقتين بمعاملين من نفس الإشارة. 

د معادلات ديكارتية لمستقيم: 


( 2 ) مستقيم يمر بالنقطة (2 (x‏ 4 و 1(a;b;c)‏ شعاع 


توجيه له . 
(8)ء (>ضرربعد) 114 يعني أن: 4M =1 u‏ مع teR‏ 
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X~X, = ta 
ومنه : 5/ = ر - ر 1 و هذا يعني أنه اذا كان 0 ± مه فإن:‎ 
اح ىج ده‎ 
م را ود أي:‎ 5 2¬ o 
a b c 
و هذه الجملة تمثل جملة معادلتين‎ b(x-x,)-a(y-»,)=0 
c(x- x )-a(z-2,)=0 
. )(( ديكارتيتين للمستقيم‎ 
. إذا كان أحد المقامات منعدما فإن البسط المرتبط به يكون منعدما أيضا‎ 
: مثلا: إذا انعدم 6 أي 0 =6 فإن‎ 
و0‎ 
وال = ر‎ 
الوضعية النسبية لمستقيمين في الفضاء:‎ 
مستقيمان في الفضاء. توجد أربع حالات ممكنة:‎ (D') ق‎ (D( 
)2'( و‎ )( ٠ - 3 - في الحالات الثلاثة : -1- » - 2 - ؛‎ 
__ ر هي من تقس المستوي.‎ 


(D)n(D')= {1} (D)^(D')={ } 
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) ()-(م)مرم) 


المستقيمان (7) و ("2) من مستويين مختلفين 


المعادلةالديكارتية لمستو : 
- الشعاع الناظم لمستو 


تعريف: (م) مستو في الفضاء . نقول أن الشعاع ,, هو 
شعاع ناظمي للمستوي (5) إذا كان من أجل كل نقطتين 


و N‏ من المستوي (۲) فإن 0= 4.1۸ 
نقول أيضا أن الشعاع,, عمودي على المستوي (۲) 
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نعلم أن كل شعاع غير معدوم و عمودي على شعاعين غير مرتبطين 
خطيا من المستوي (7) هو شعاع عمودي على المستوي (8)؛ 
أي شعاع ناظمي ل (7). نستعمل هذا التعريف لتعيين شعاع 
ناظمي لمستو . 
الفضاء منسوب لمعلم (o: j)‏ 

مجموعة النقط M (x; y;2)‏ حيث: 0 = ل + ax + by + cz‏ 
و (0:0:0) ع (٤;ظ;)‏ هي مستوء 
و المعادلة 0 - 4 +7 + رط + »۾ تسمى معادلة ديكارتية له. 
- كل مستو .حيث (4:6:6) #رشعاع ناظمي له يقبل معادلة 
ديكارتية من الشكل 0= 4 + يع + رطا +416© . 


حالات خاصة: 


المعادلة الديكارتية للمستوي )6:5( هي : 0 = ج 
المعادلة الديكارتية للمستوي (o: E)‏ هي : 0 = × 
i‏ 


- المعادلة الديكارتية للمستوي 3 6 هي : 0 = ر 
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لور 1 قم 


(D)¬(P)=(D) (D)^(P)={ } 
(D) 


(D)^(P)= {4} 


خاصيات تتعلق بشرط تعامد و توازي المستقيمات و 

(P)n(0)={ }‏ الفعا وات الوا ر 
(D)(‏ و )۸( مستقيمان موجهان بالشعاعين (6:5:2)؛1 

. ثلاثلا مستو یاک رکون دس قیدا أى نقطة أو و (':'ط4)« على الترتيب‎ TR 

الوضعية النسبية لمستو و مستقيم: - (4) 1 ()يكافئ 17ت يكافن 

زم مستو و )م مستقيم في الفضاء » لدينا ثلاثة حالات ممكنة 


(P)¬(0)= (D) 


المستويان متوازيان 


جم اط 


(P)¬(0)=(P)= (0) 
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چ 
3 


٩ 5 _ 4| يكفى‎ 210/7 ىفاكي)ط(/١)8(‎ - 

ك a b'‏ 
سام تتا التوجيهي (: :»)1 و (P)‏ مستو 
حيث ('4':6':2) نا شعاع ناظمي له . 


- (5(//)8)يكافى :1 7 يكافى 


3 (صم)و(0)مستويان (615:2) و ('46':6) «ناظمیان لهما 
على الترتيب. - (0(//)2)يكافئ ۷// يكافئ 


- (۶) ل (0)يكافئ « 1 ,, يكافئ 
« تقاطع مستويين 
۳ عستو جدليلقه 0= ax+by+cz+d‏ و )0( مستو 
معادلته 0 = 'ل دجن + برام + a'x‏ 
إذا كان المستويين (2) و (0) غير متوزيين فهما يتقاطعان وفق 
مستقيم (72) معرف بجملة المعادلتين الديكارتيتين للمستويين 
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0= ل دي + by‏ + عرو هي: 


0= ل دي + ترم + ax‏ 
ا ينب 

ه المسافة بين نقطة و مستو: 

(2) مستو › 1 نقطة من الفضاء. المستقيم )۸4( العمودي على 
(م)و الذي يشمل 74 يقطع (۲) في ٨١‏ . تسمى النقطة 
بالمسقط العمودي للنقطة 1 على (۲). 

طول القطعة المستقيمة [14] يمثل المسافة بين النقطة ۸1 

و المستوي (2) و نرمز لها ب: ((14:)5) 4 - 4 


(AJ M 


في معلم متعامد ومتجانس ( ل :,:م ) المسافة بين النقطة 
E)‏ و المستوي (ص)نو المعادلة 


a” +b? +e? 
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5 5 مو 
تمارين محلولة 

تمرين01 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس . 

نعتبر الشعاعين (2-;2;1) و (([:3:0-) ر 

1) احسب الجداء السلمي N‏ . 2) احسب c0)‏ 


3 عين مجموعة الأشعة من الفضاء التي تعامد u‏ و 7 . 
تمرین02_ 


نعي الاشعة | ,2,2 1 و 01 3 
2 2 2 22 9 


کب 
E 2‏ 


1) برهن بان 3 (uv: w‏ هو أساس متعامد و متجانس. 

2 عين العدد الحقيقي م كي (1 + 4 :مم :1) بر يعامد ,,. 
تمرين03 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس (0:7::5). . 
نعتبرالنقط (2:3 :4(2 C(1;4;0) «B(2:0;-1) ١‏ « 


(2)0:0:1 . 1) احسب بدلالة 4 الجداءات السلمية التالية : 


. AC.BC «< AB.BC « AB.AC 
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2) عين قيمة العدد الحقية ۸ کي يكون المثلث ABC‏ قائم في .C‏ 
3) في ما يأتي نأخذ 4- -1 . 

|) بين أن النقط 4 »8 3١ © ٠‏ لا تنتمي إلى نفس المستوي. 

ب ) عين إحداثيات النقطة 6 مرجح الجملة 


3 : {(C:-2),(B:+1),(4:2)} 


ج) عين المجموعة (8) مجموعة النقط 74 من الفضاء و التي 
تحقق ما يلي: 0 = ۸15 (2MA + ME - 2MC).MD‏ 
د) عين معادلة ديكارتية للمجموعة (5) 


تمرين04 
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس . 
٣ B< A‏ ثلاث نقط من الفضاء . 


1) عين قيم بى كي تقبل الجملة * النقطة G,‏ مرجحا. 

2) عين قيمة ىه كي تقبل الجملة + النقطة > المعرفة بالعلاقة 
+ = € مرجها. 

3 نفرض أن 2- ب و أن النقط 4ى 8 0۰ ليست على استقامة 
واحدة و لتكن / منتصف [40] و 4= 81 . 

أ) برهن في هذه الحالة أن النقطة 7) هي منتصف [0] : 

ب) عين مجموعة النقط 74 من الفضاء و التي تحقق تحقق 

. MB’ + 7112: - 6 
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تمرين05 

7 ) الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس . 

0٠ 8٠ 4‏ ثلاث نقط من الفضاء . ۸ وسيط حقيقي. 

1) ما هو الشرط اللازم و الكافي حتى تقبل الجملة 
{(C;:2m-1),(B;m+1),(4:m)}‏ مرجحا ,© ؟ 

2) أنشئ بطريقتين مختلفتين ,6 مرجح الجملة من أجل 1 ح ,م . 
3) عين المجموعتين ٤,‏ و ,كر من النقاط و المعرفتين ب: 
MD|}‏ + 318ة| = MC]‏ + 2318 + هلة| ارظء 11 = E,‏ 


E, = {M e E, 1(MA+ 2ME + MC). MC = 0} 


7 ) نزود الفضاء بمعلم متعامد و متجانس jk)‏ ةزه) و نفرض أن ' 


C(0;-11) ‘ B(-1;1;0) ٠ 4)1:1:0( 

1-1 - بين أن النقط 4 » 8 . © تشكل مثلثا متساوي الساقين. 
ب - احسب الجداء السلمي 48.8€ » ثم استنتج قيمة مقربة إلى 
1 درجة لقيس الزاوية 4€8 . 

ج احسب : (8€ + 4€( › )8€ 8C)(4€-‏ +4€( › 
66-36 . 

2) عين المجموعة ('1) مجموعة النقط 74 من الفضاء و التي 
تحقق: |48 |4 = | 71€ + 27E‏ +| 
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تمرين06 
الفضاء منسوب الى معلم متعامد ومتجانس . 


لعتبر المستقيمات الثلاثة (,2) ٠ )2,( ٠‏ (,2) حيث: 


1+7 دير “5-4 دعر 
;rfeR «(D,):iy=-2+1 : ,‏ “27 د بر : (زريص) 
#-1دج 1+2 دج 
0 ج22 بر سير 
D,):‏ 
رسكي ): ( 


1) أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم ( ب2) . 

2) بين أن المستقيمين ( ,2) و ( ,7 ) متطابقان. 

3 ) بين أن المستقيمان (,2) و ( ,)ليس من نفس المستوي. 
4 (۸) مستقيم يمر بالنقطة (1:4-:4)5, و شعاع توجيهه 
(3;1:1)» . بين أن (/2) يقطع (۸) في نقطة يطلب تعيينها . 
تمرين07 

نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( /:/::0) 
النقاط (1;0;2-)4 › (3:2:4-) 8 ›€C )1:-1:-2( ٠‏ 
(1-:2)2:3 . 1) برهن أن النقط 4 » 8 »© ليست على استقامة 
واحدة. 2) برهن أن الشعاع (7)3:2:1 هو شعاع ناظمي للمستوي 


5 


(48€) . 3) أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (180م) . 
4) أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (0) الذي يوازي (©48) 
و يمر بالنقطة ( . 
تمرين08 
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس (oj)‏ 
نعتبر النقاط (4-:1-:1) 4 › (8)2:0:5 »2 (1:1-:2)©. 
1) أكتب المعادلات الوسيطية للمستقيم (( )الذي يمر بالنقطة © 
و شعاعه التوجيهي (1-:1:2)//. 

2) أكتب المعادلات الوسيطية للمستقيم (48). 


3 تحقق بان المستقيم (48) محتوى في المستوي (2) ذو المعادلة 
4) عين تقاطع (( ) والمستوي (م). 


0 > 5ج ترج جديرة. 
تمرين09 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس . 

نعتبر النقاط (1:2:1-) 4 › (2:3-:3) 8 )2:1:-1(٠‏ °. 
1) أكتب المعادلة الديكارتية للمستوي المحوري للقطعة [48]. 
2) نعتبر المستوي ( ,2) ذو المعادلة الديكارتية : 

0= 1م ع2 - نرم + (m+1)x‏ 

- عين قيمة العدد الحقيقي ١‏ حتى يكون : 

أ- (,,2) يوازي المستوي (0) ذو المعادلة الديكارتية : 
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0= 22+3-ر + ×2 . هل يمكن أن يكون (,2) منطبقا 

على (0)؟ ب- عين قيمة ۸ من أجلها يكون ( ,۶) يعامد 
المستوي (۸) ذو المعادلة 0 -1+ج -بر2 +عد3 

تمرين10 

(۶) و (۸) مستويان معادلتاهما على الترتيب : 0 = ج - ر +× و 
22+1=0+ ر +×- . ليكن (۸) المستقيم الذي يمثل تقاطع 
المستويين (7) و (۸) . (2: »)1 نقطة من المستقيم (4) . 
1) أ- تحقق أن بآ +ع ررق دب و وآ -: -=ر : 

ب - عين شعاع توجيه المستقيم (4) . 

2) عين المعادلة الديكارتية للمستوي (7) الذي يشمل (4)1:0:0/ 
و يعامد كل من (2) و(۸) . 

3) عين تقاطع المستوي (7) مع المستقيم (4) . 

تمرين 11 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( ۸:[ ;1:ه). 

1) أكتب معادلة السطح الكروي (5) الذي مركزه (1-:1:2) © 

و يشمل النقطة (4)2;0;3 . 

2) أكتب معادلة المستوي (2) الذي يمس الكرة (5ى) في 4 . 

3 أثبت أن المستوي (z7)‏ الذي معادلته 0 = 15+ 22+ ر2+ × 
يمس السطح الكروي ('5) ذو المعادلة 0 = 25- 2ج + ”ر + ر 
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ثم عين إحداثيات نقطة التماس . ين14 

في الفضاء (5 ) منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس . ]) تحقق أن المستقيمين (5) و ('2) متقاطعان حيت: 

نعتبر النقاط (1-;1;2-)4 › (1;0;0) 8 ٠‏ (2)2:1:0. كك ا 

أعط تاا وسيطيا لمستقيم [18) . ج اب سالا ري 0 128 و ددس ازاك Fe‏ و مقعم Pj‏ 
z= -+7 2-1-7‏ 


للمستوي (482 ) . 3) نعتبر في الفضاء (£) الكرة (5) المعرفة 
بالمعادلة 0 -1-برو2 -عر4 2ج + برج x7‏ . 

أ- عين نصف قطر الكرة (5.) و حدد مركزها . 

ب -عين تقاطع الكرة (5) و المستوي (ج48) . 

ج - بين أن المستقيم (48) يقطع الكرة (5) في نقطتين يطلب 


2) أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (2) الذي يشمل (2) و ('2) . 
3) بين أن المستقيم (/2) يوازي المستوي (0) ذو المعادلة : 

. 2× -2y+ 37-1 = 0 

تمرين15 


تعيين إحدائيتي 5 3 + دير 
لعتبر المستقيم (7) الذي تمثيله الوسيطي 2 ++ د ر 
تمرين13 # اج 


1) أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (2) الذي يشمل (3:5:1-)4/, و 
العمودي على المستوي (P)‏ الذي معادلته: 0= 32+ x×x-2y‏ 1 
2) عين تقاطع (7) مع المستقيم (۸) الذي تمثيله الوسيطي هو : 


مع 12 ع 1 و المستقيم ('2) المعرف بما يلي: 
0= 37+ رز 2x-‏ 
0 22-1 + بر لير 


)1( أكتب تميلا وسيطيا للمستقيم ('2) ثم بين أن‎ )1 x=1-1 
. پوازي ('"2) . هل المستقيمان (7) و ('() متوازيان تماما؟‎ y=-21+1 ;teR 
¥ -<ج 2( (1-:4)1:2 نقطة من الفضاء . - احسب احداثيات النقطة‎ +5 


3 عين تقاطع (7) مع المستوي (o)‏ : المسقط العمودي للنقطة 4 على (7) ثم استنتج المسافة بين 
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النقطة 4 و المستقيم (D)‏ . 

تمرين16 

(8) مستو معادلته الديكارتية 32-5=0-yر+2x‏ . 

1) عين إحداثيات نقاط تقاطع المستوي (P)‏ مع محاور المعلم 
(oi; jk)‏ . 2) نعتبر المستويين )0( د (FR)‏ حيث: 
R):-2x + 5y +92-13=0 g(0):x+3y+2-10=0‏ 
|) بين أن المستويين (0) د (۸) يتقاطعان وفق مستقيم (7) 
يطلب تعيين نقطة منه و شعاع توجيهه . 

ب ) بين أن المستوي (5) يشمل المستقيم (2) . 

ج ) استنتج تفسيرا هندسيا لحل الجملة: 


(2 :نز ئعد) 314 و التي تحقق 13 = 2101 + MB?‏ + *2114- 

هي كرة (5) يطلب تعيين مركزها و نصف قطرها . 

| ج ‏ تحقق أن النقطة (2:2-:0) 7 تنتمي إلى (5) و أكتب معادلة 
ديكارتية للمستوي (۸) الماس للكرة (5) عند النقطة 1 . 

3 أدرس تقاطع المستويين (۸) و (486) . 

تمرین‌18 

نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (۸:ز15:٥) ‏ 
النقط (4(0;1;1 +‘C(2;-1;-1)« 8(1;0;0) ٠‏ (1:2:1-)2 
و المستوي (۶) ذو المعادلة الديكارتية 0 = 22-1 + ر -× و 


37-5=0- ر x= 24-1 2x+‏ 
0= 92-13 + ر5 + ×2- المستقيم (۸) المعرف بتمثيله الوسيطي 4+2 = رمع +[ ۸€ 
x+3y+ 2-10 =0‏ 4+1 دج 


لكل سؤال من الأسئلة التالية جواب واحد صحيح فقط . عين الجواب 
الصحيح معللا اختيارك. 1) المستوي (2) هو : 

. (BCD) (35  .(A4BC)( جد‎ . (ACD) (ıe 
2)شعاع توجيه المستقيم (۸) هو:‎ 

ج ( )1(2;1:1 . ج2( (151-;4(2. ج( (0)2:1:2 . 
3) المستقيم (۸) : ج, ) يوازي(5) . جد ) یقطع(۲). 
جو ) يعامد (م) 


تمرين17 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس (os jk)‏ 
نعتبر النقاط (۸4,)2;0;1 ٠‏ (8)2:0:5 (12:2-)6. 
1) تحقق أن النقاط C٠ 8 > A4‏ ليست إستقامية › ثم بين أن المعاد 
الديكارتية للمستوي (480.) هي 22-2=0+ر . 

2 لتكن © مرجح الجملة {(C;2),(B:1),(4:-2)}‏ 
أ- عين إحدائيات النقطة 6 . ب بين أن مجموعة النقاط 
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WWW . mai 


4 (خاء4. يعن (ص)عم. €( (0z)‏ € 4. 
5)المسافة بين النقطة 7 و المستوي (P)‏ هي: 


6 3 


J6 
€ .- (2€ € 


6 المستقيم (4) يقطع المستوي (۶) في نقطة ذات الإحائيات: ' 


“1 4 1 8 ٍ 
:2 | عو‎ ARM OE rS 
تمرين19‎ 


نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (os)‏ 


النقط (1:0;3) ۸ < (8)1:3:0 '(3:1:1)©. 1) بين أن 
المعادلة الديكارتية للمستوي ( 48€ )هي : 0= 22-7+ 2y‏ + 
2) ليكن (0) المستوي ذو المعادلة 0= 2-5 .2x-2y+‏ 
أ- بين أن المستوي (0) عمودي على المستوي (480 ) . 
ب- عين التمثيل الوسيطي للمستقيم (D)‏ الذي يمثل تقاطع 
المستويين (0) و (80) . 
ج - احسب المسافة بين النقطة (151-;2) ( و المستوي (0). 
تمرین 20 
5= -ر+2x‏ 

حل الجملة و فسر هندسيا النتيجة . 1=0- 2+ 3x‏ 

4x - ر3‎ +22 = -4 
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تمرین 21 

نعتبر المستويين (2) و(0) حيث: 

(Q):4ax+ ير‎ +42 - (P):-2x+ y-57+5=0 
)۸( بين أن المستويين (۲) و (0) يتقاطعان وفق مستقيم‎ )1 
يطلب إعطاء التمثيل الوسيطي له.‎ 

© (1-:8)1:0 نقطة من الفضاء و 71 مسقطها على (۸) . 
احسب إحداثيات 77 و استنتج المسافة بين النقطة 8 و (4) . 
3) أكتب المعادلة الديكارتية للمستوي (۸) الذي يشمل 
(150-:4)2 و(3;4;2-)» شعاع ناظمي له . 

4) تحقق أن النقطة 4 تنتمي إلى المستقيم (۸) ثم استنتج تقاطع 
المستويات الثلاثة (۲) و(0) و (۸). 

تمرين 22 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس [ ۸ز ;1:ه). 

.C (0;-1;-1) B(2;1:0) < ۸4 )1:1-2( نعتبر النقاط‎ 

1)برهن أن النقاط 4ر ٠ 8 ٠‏ © ليست على اسثقامة واحدة . 

2) عين الشعاع ۾ حيث: 0 - ۸.4€ و 0= ۸.48 › و استنتج 
معادلة ديكارتية للمستوي ( 4180 ) .3) تحقق بأن المستوي (م) 
ذو المعادلة 0 -1-ج2 + 3y‏ + ×4- يوازي المستوي (480 ) . 
4) بين أن المستقيم (7) الذي تمثيله الوسيطي : 
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www .mai 


x = 2+1‏ 
ا 2 ; 4-2 = ر 4 يقطع المستوي (7 )في نقطة يطلب تعيين 
1+ 34 = چ 
تمرين23 
نعتبر المستقيمين (7) و (۸) المعرفين كما يلي : 
x-2 y+l_‏ 
2 2= يه عر :(8) j; eR ١‏ دترا 
| 2+1 دج 
1) بين ان المستقيمين () و (۸) متقاطعان و عين تقاطعهما. 
2) عين المعادلة الديكارتية للمستوي (5) الذي يشمل كل من 
المستقيمين (2) و (۸) . 
3) احسب بعد النقطة (1:0-:4)1, عن المستقيم (2) . 
4) عين تقاطع (7) مع المستوي ):0( .P‏ 


تمرين24 
نعتبر في الفضاء المزود بمعلم متعامد و متجائس jk)‏ 0 
المستويات ) P,‏ ( التي معادلاتها: 


0 -2- مم + مس2 + .2x+ (m-1) y‏ 1) برهن أنه من أجل كل 
قيمة للعدد الحقيقي ر فإن (,2) هو مستوي. 
2) برهن أن جميع المستويات ( ,2 ) تقبل مستقيما مشتركا (() 


E 


يطلب إعطاء تمثيله الوسيطي . 
3) أكتب معادلة المستوي ( ,۶) الذي يوازي المستقيم (۸) ذو 


کم 
المعادلات ٠‏ 

2س وس ع بل 
تمرين25 
نعتبر المستقيم (D)‏ و المستوي (P)‏ حيث: 

X=1+21 
(P):x+2y-z+1=0 < (D):iy=-1+341;A4eR 


م دج 
1)أكتب المعادلة الديكارتية للمستوي (0) الذي يعامد ( ) ويشمل 
(2) . 2) أكتب المعادلة الديكارتية للمستوي (۸) الذي يوازي 
(P)‏ و يشمل (1-;8)1;0 . 
3) احسب المسافة بين النقطة 8 والمستوي (0) . 
تمرين26 
في الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( ۸ز :0:7 ) . نعتبر 
النقاط (4)3:0:0 < )0;6;0( 8 D(-5;0;1) +C )0:0:4( ٠»‏ 
1) أ- تحقق أن الشعاع (4:2:3):,: ناظمي للمستوي )48€٣(‏ . 
ب- أعط معادلة ديكارتية للمستوي ( 24860 ) . 
2) - أعط التمثيل الوسيطي للمستقيم (۸) العمودي على (180) 
و المار بالنقطة 7 . ب- استنتج إحداثيات النقطة ۲# مسقط مر 


TF 


على المستوي (480 ) . 


3 أ عين تقاطع المستوي (480) مع المحورين (:دم) د(ره) . 


ب- عين تقاطع المستوي (480) مع المستوي (رم») . 
تمرين27 
في الفضاء المزود بمعلم متعامد ومتجانس (oi; js)‏ .نعتبر النقاط 
B(2;1;4) < 4152:3)‏ ' (1:0:2)© و المستوي (2) ذو 
المعادلة 0 - 1+ 3x+ y-2‏ . 
1) اعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم () المار بالنقطتين 4 وع , 
2 بين أن (2) محتوى في المستوى (2) . 
3 ليكن (0) المستوي المار من النقطة 8 و (1:1:2) ر شعاع 
ناظمي له. أكتب معادلة ديكارتية للمستوي )0( . 
4 بين أن (۲) و (0) متعامدان و يتقاطعان وفق مستقيم (۸) 
يطلب إعطاء تمثيله الوسيطي. 
5) لتكن 7 مسقط النقطة © على (۸) . 
احسب إحداثيات 41 و المسافة يرح , 
6 لتكن الكرة (5) ذات المركز © و نصف قطرها 2 . 
أ أكتب معادلة ديكارتية للكرة (5) 1 
ب - أدرس الوضعية النسبية لكل من (5) و(0) . 
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تمرين28 
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( ۸ز 1 :ه). نعتبر 
النقاط (4)2;0;1 ٠‏ (1:2-:1) 8 و الشعاع (1:1-:1-)/, 

1 أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (7) المار من النقطة 4 و شعاع 
توجيهه هر . 

2) أكتب المعادلة الديكارتية للكرة (5) التي أحد أقطارها [AB]‏ 1 
3 أوجد معادلة ديكارتية للمستوي (۸)الماس للكرة ('5) عند 4 . 


29 تمرين‎ 
XN = -1+2۸ 

ليكن (7) مستقيم معرف بمايلي :2-2 دبرا مع 4€ 
رارق عد 2= =2 


1 أكتب جملة معادلتين ديكارتيتين للمستقيم (2) . 

2 ليكن (2) المستوي الذي معادلته : 0 = 2 - ج + ر2- ×3 . 
عين تقاطع المستوي (2) والمستقيم (2) . 

3 ليكن المستوي (0) الذي معادلته :0 = 6 + 32- ر5- ×2 . 
أ) بين أن (0) يشمل (() . ب) أعطي تمثيلا وسيطيا للمستقيم 
(۸) الذي يمثل تقاطع المستويين (2) و(0) . 

4) نعتبر الكرة (5) التي معادلتها : 0 = ير4 - ”ج + ”رر + ”× . 
أدرس وضعية الكرة (5) بالنسبة إلى المستوي (27). 


4 


تمرين 30 


في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ٠ (os; jk)‏ نعتبر 
النقاط : )1;0;1-(4 ,)1:1:0( D(-1;1;2),C (0;-1;-4),B‏ . 


1- أ) بين أن الشعاعين 48 و 8€ متعامدان . 
ب) استنتج طبيعة المثلث: 48٣‏ . ج) احسب مساحة المثلث ۸48€ 
2- أ) عين الشعاع ,م حيث :0 = ۸8 ۰„ »0= u-BC‏ . 

ب) استنتج معادلة ديكارتية للمستوي (ABC)‏ . 

ج) تحقق بأن النقطة 2م لا تنتمي إلى المستوي ( 48٣‏ ) واستنتج 
طبيعة الرباعي 4B‏ . د) احسب المسافة بين النقطة ( 
والمستوي ( 480 ) . 3 ) احسب حجم رباعي الوجوه 801 . 
4- أ) تحقق أن معادلة المستوي ((801 ) هي : 

0= 3+ 22+ ر5- ×2 . ب) أحسب بعد النقطة 4 عن المستوي 
(BCD)‏ . ج ) استنتج مساحة المثلث .)8٤2(‏ 
تمرين 31 

نعتبر المكعب 4BCDEFGH‏ . الفضاء منسوب إلى معلم متعامد 
ومتجانس ) AB; AD; AE‏ ;4( : 

1) احسب B5‏ ۰ 46 و BE‏ . 46 واستنتج أن الشعاع 16 
عمودي على المستوي )8(٤(‏ . 

2( أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (BDE)‏ . 

3 احسب المسافة بين النقطة 1 والمستوي )8(٤(‏ 
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4) أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (۸) الذي يشمل النقطة 77 
و يعامد المستوي ( 88/8). 
تمرين 32 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( 6ل :0:7) . ليكن (8) 
المستوي الذي يشمل النقطة (2:1-:1) 8 و(2;1;5-) ۸ 

شعاع ناظمي له والمستوي )0( الذي معادلته الديكارتية : 

0 -7-بر2 + . 1) أثبت أن المستويين (۶) و(0) متعامدين 
2) أثبت أن تقاطعهما هو المستقيم (2) الذي يشمل (1-:1:4-) © 
وشعاع توجيه (1;1-;2)» . 3) لتكن النقطة (1-:2-:5) 4 . 
احسب المسافة بين النقطة 4 وكل من المستويين (۲) و(0) . 
4) استنتج حساب المسافة بين النقطة 4 والمستقيم () : 
تمرين 33 1 

في الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( :/ bj;‏ 07) » نعتبر 

النقط : (3-;1;2) 4 ,(3;1;4-) 8 ,(1-;2;6) © . 

1) تحقق بأن النقاط 4 , 8 ,© تعين مستوي () معادلته : 
3-0 +ج +بر-عر2 ٠.‏ 2) لتكن ج النقطة التي إحداثياتها 
(14 :4 :1-) . اكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (8) الذي يشمل 


ج والعمودي على المستوي (480) . 


77 


3) نعتبر المجموعة (5) مجموعة النقط ( :تر بعر) 4 من الفضاء 
والتي تحقق ما يلي : 41 = 18 + 72 . 

. 2 تحقق بأن المجموعة (5) هي كرة مركزها ۾ ونصف قطرها‎ )١ 
.)۲( ب) احسب بعد 7 عن المستوي (۲) وادرس تقاطع (5ى) مع‎ 
34 تمرين‎ 

في الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجائنس (o: j)‏ نعتبر 
النقط : (1-:1:0) 4 ,(2ز1ز0) C(1;-1;1),B‏ (2)1:1:0 
والمستوي ( )ذو المعادلة :0 -1-ج + بر ×2 . أجب بصحيح 
أو خطأ مع التعليل في ما يأتي : ١‏ 
1) معادلة المستوي )48٣(‏ هي :0 = 22+1 - تر عر 

2) معادلة المستوي (48) هي :0= 2-1 + ر ×2 

48٣2 )3‏ هو رباعي الوجوه . ١‏ 


5 م+1دير 
4) التمثيل الو سيطي للمستقيم (48) هو : د 
1+2-<ج 


اسيم (48)محتوى في المستوي ذو المعادلة : 
0= 2+2 + ر ++ . 6) المستوي (0) ذو المعادلة : 
0= 2+1 - ر2 + × عمودي على المستوي (2). 

77 بعد النقطة ارعن المستوي (2) هو 2. 
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8 المستقيمان (48) و )8٤(‏ متعامدان . 

9) 4872م هو مثلث متساوي الساقين . 10) إحداثيات النقطة ۸1 

مسقط © على ( 481 ) هي : (1:2-:0) 11 

تمرين 35 

في مستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس [6:لر :0:2 ) نعتبر 

النقطتين (8:0;8) ۸4 و (8)10:3:10 والمستقيم (7) المعرف 


)+5 دير 
كما يلي : Rع†, (D): yJ=1+21‏ 
1- =2 


1- أ) أكتب التمثيل الوسيطي للمستقيم (۸) الذي يشمل 4 و 8 . 


ب) تحقق أن المستقيمين (7) و (۸) ليس من نفس المستوي . 
2) (م) هو المستوي الذي يوازي (2) ويشمل (۸) . 

أكتب المعادلة الديكارتية للمستوي (2) وتحقق أن (2:1-:2)/ 
هو شعاع ناظمي ل (۲). 3) (0) يمثل مجموعة النقط 

( :ر :عد ) 74 من الفضاء والتي تحقق 8/4 = 4114 . 

بين أن (0) هو مستوي يطلب إعطاء معادلتة ااديكارتية . 

4 (ى) يمثل سطح كروي معرف بمعادلته الديكارتية : 

0 -182+160-بر3-مر7-18ج ب ”ر + x‏ . 
بين أن تقاطع (5) و (2) هي دائرة طول قطرها 48 . 
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حلول التمارين 

حل التمرين 1 

ı.y = 2x(-3)+1x0+ (-2)x4 = -14 (1 

2) نعلم أن : ( 69 )دم .||| = uv‏ ولدينا : 

7” دان‎ 6 -3 
E 


3) ليكن 7 b;‏ ;ه) « شعاع من الفضاء . يكون الشعاع س عمودي 

على ر و بر إذا وفقط : 0 = 4٠س‏ و 0 ح رس ومنه : 

2a +b-2c =0 
-3a + 4c = 0 


| هذه الجملة تقيل عدد غير منته من الحلول › 


بأخذ 4 = م فإن 3 = و 2- b=‏ . إذن (م2;3-;4) س 
مع aeR‏ . ومنه مجموعة الأشعة التي تعامد كل مني و ر هي 
الأشعة التي توازي الشعاع (3 ;2- 04 . 


حل التمرين2 


(E) a 
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ACE) - 


أيضا لدينا : 0= ۰w‏ و 0= س۰« . بما أن  :‏ 00 
- || = = د دمن و ucw=0‏ ق 0( ع بر رز 
فإن 3 7 ]هد ا قاق و خاس , 


A 
2 


5-35 1 m+0. (+1) = ).شك‎ + ( 2 


m=-—1 معناه 0 = ۰ر ومنه 1(=0+ )ومن‎ uLn 

حل التمرين3 

AB (2- 4;-2;-4), AC )1- 4;2;-3), 2 :4:1( )1 

48:46 = )2-2(.)1- (+ (-2)-(2)+(-4)-(-3) 
00 = 4-30 

4B‘ BC = )2-2(١)-1(+ )-2(.4+ )-4(.1- 4-4 
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46.86 = )1- 2(.)-1(+ 24+ )-3(:1- 4+4 


2) يكون المثلث قائم ذ ذا تحقق : 0 = 8€ .46 
4856 قائم في ) إذا :0= BC‏ . 
ومنه 0 = 4+4 ومنه 2-4 . 0 


3 -ا (0:0:1) 2 ,)1:4:0( © A(-4;2;:3), B(2;0;-1),‏ 
AB (6;-2;-4), AC (5;2:-3), AD )4:-2:-2(‏ . 
تكون النقاط 2, ©, 8 , 4 من نفس المستوي إذا كانت الأشعة 
AB,AC , 42‏ من نفس المستوي أي إذا وجد عددين 
حقيقيين ر ,× يحققان: 4€ ر + 48× = 45 ويكافئ : 

6x+5y=4 (1) 
-2×+2y=-2 )2( 
-4×-3yر=-2‎ )3( 


* الجملة المكونة من المعادلتين 


5 5 2- 
(2) و (3) تقبل كحل 7 = × و حبر وهما لا يحققان (1)» إذن 
الجملة * ليست لها حل وبالتالي لا يوجد × و «ريحققان 
AD = xAB + yAC‏ ومنه النقاط 2, ©, 8 , 4 لا تنتمي إلى 


نفس المستوي . ب) نعلم أن : وا عش حو 2x,‏ _ 
TEE ,‏ ا 
4 ج926 E a la‏ و 2c‏ 224+28 _ 
2+1-2 21-2 ^ 


ج) بما أن 6 هو مرجح الجملة [(2-:©),(8:1 ),(4:2)) فإن : 
MB - 2110 = MG‏ +2114 ومن : 
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(١118 - 0‏ 7118-2716 +2114 ) يكافئ 0= 119 1106١‏ 
إن المجموعة (£ ) مجموعة النقط 74 من الفضاء هي الكرة التي 
فطرها [62] . د) ليكن (ج :در :د) 34 نقطة من الفضاء › 

(£) € 11 يعني 0 = 16-15 ونعلم أن : 

MD (-x;-y;1- 2( و‎ MG (-8-x;-4- -5بير‎ 2( 

ومنه 0 = 16۰15 يكافئ : 
(-8-x×))-×()+ )-4- »()-y(+)5-2()1-2(=0‏ 
ومنه : 0 = 62+5 - ر4 + ×8 + 2ج + ”ر + بر وهي المعادلة 
الديكارتية للمجموعة (£) . 

حل التمرين4 

1) الجملة إ(»:2(,)4 + ))٥;2(,)8;»‏ تقبل مرجح إذا كان 
±0 2+(2+ )+ ومنه : 2-ع به. 

2 إذا كان 2- ع ع فإن الجملة إ(;2(,)4 +ه:652(,)8)] 
تقبل مرجح النقطة © المعرفة بالعلاقة الشعاعية الآتية : 

. «GA4+ (4 +2)GB +2GC = ١ (E) 

لدينا : 48+46 1= 16 ومنه 216+ 3218 = 646 
=3(4G+GB)+2(4G+G€)‏ 046 ومنه : 

6 - 368-266 - 46 ومنه 0 = 200 - 367 -61- 
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ومنه 0 = 260 + 36 +64 . 
بالمطابقة مع العلاقة الشعاعية (E)‏ نجد 1 دي . 


3) -أ لدينا الجملة [(2(,)8:4(,)4:2:©) . نعلم أن مرجح 


النقطتين (2) 4 و (0)2 المرفقتين بالمعاملين المتساوين هو النقطة 


7 منتصف [10] و المرفق بمجموع المعاملين أي 4 . إذن مرجح. 
الجملة {(C:2),(B;4),(4:2)}‏ هو النقطة © مرجح الجملة 
[(8:4(,)1:4)) وهو يقع في منتصف [81] . 
ب) تعيين مجموعة النقاط 1 من الفضاء . 
لديذا 16 = MB? + M1‏ و © منتصف [81] أي : [6- - GE‏ | 
MB? = (MB) = (MG + GE) =(MG- G1)‏ 

- MG -2MG.GÎ+ GÎ 
اا من مس 2+ 2مس مس 2مس‎ 
ur = (MI) = (MG + G1) - MG +2MG-GI + GI 


MB? + MI? = 21106 +2GÎ = 2MG? +2GI = 2MG? +8 


( لأن 2= MB? + MI’ = 2MG? +8=16 . (G1 - BI‏ 
ومنه : 8 - 21106 ومنه : 4 = 1/62 . إذن مجموعة النقط ۸1 


من الفضاء التي تحقق 16= 111 + 18 هي الكرة التي 
مركزها © ونصف قطرها 2 . 
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حل التمرين5 ۰ 
|. 1) الجملة ((1(,)2:2-1+ :8 ), ( :ل ) ] تقبل مرجح إذا 
کان #0 )1- m+ (m+1)+ (2m‏ ومنه 0 ± 47 ومنه 0 ± 01 . 

2) إنشاء © مرجح ))4:1(,)8:2(,)٤:1(‏ 
الطريقة الأولى: ننشئ مرجح النقطتين (4:1/)و (651)وهي 
النقطة 13 منتصف القطعة المستقيمة [40,] ثم ننشئ النقطة ,© 

مرجح النقطتين (1;2)و (8:2) وهي تقع في منتصف [ 8/71 ] 

الطريقة الثانية: 8 
النقطة ,6 مرجح الجملة ((4:1(,)8:2(,)6:1.)! هي معرفة 
بالعلاقة الشعاعية 0 - 0,6 + 26,8 + 0,4 ومنه : 

6 - (6,8+86)+ 26,8 + (84 + 6,8 ) ومنه : 

(BA + 86[( - 6‏ + 46,8 ونعلم أن : 

_) أنظر إلى الشكل‎ ( 84 + BC = BA + 4D = 0 

ومنه 0 = 82 + 46,8 ومنه BD = 2B‏ = ,480 ومنه : 


7 = ,86 وهذا يعني أن ,6 منتصف [8/1] 


- تعيين المجموعة ,ع 

3 لتكن النقطة 7 مرجح الجملة {(D:1),(8:3)}‏ 

ومنه : ۴ MD = 4M‏ + 318 ونعلم أن : 

. MA+2MB + MC =4MG, 

: هرا يكافئ‎ + 2ME + MC] = [3ME + MD | 

4MF‏ = ,4116 ومنه 117 = ,716 » إذن المجموعة ع هي 
المستوي المحوري للقطعة المستقيمة [ ۴ ,6] . 

- تعيين المجموعة ,ج 

MC (` MHC = 0‏ + 2318 + 14 ) يكافى 0 - 4116١116‏ 
ومنه 0 = 710,110 ٠‏ إذن المجموعة ,2 هي الكرة التي 
قطرها | 6,0 ] . 

)١ -1 .17‏ لدينا (2:0:0-) 48 و (2:1-:1) 76 نلاحظ أنه لا يوجد 
عدد حقيقي ۾ بحيث 48 ١‏ - 80 ومنه الشعاعين BC AB‏ 
غير مرتبطين خطيا إذن النقط 8,٤‏ ,4 ليست على استقامة واحدة 
فهي تشكل مثلث . لدينا (2:0:0-) 48 و (2;1-;1) 8€ 


د (2:1-:1-) 46 ومنه 6ل, = 1+ *(2-) + 12/, = BC‏ 


6= 12+ *(2) + (1-) = 4€ ومنه المثلث 48٥‏ هو 
متساوي الساقين . 
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بع 1-1=4+)2-()2-(+)1)(1-( - 6.86 
ونعلم أن ACÈ‏ وم» 46١ 86 ١‏ = 86 . 40 ومنه 
“cos CB = 4‏ 6ل.. ١/6‏ = 86 .40 ومنه : 


ACB - 6 ومنه‎ ECR د‎ 


6 3 

(AC + BC) = AC + 246 86+ BC =6+8+6=20 

(4C + BC )(AC- BC) = AC - BC =6-6=0 

|46-86| = (4€-B€)' = 4€ -246.BC + BC - 
=6-8+6=4 

2 تعيين المجموعة (]) . لدینا 2 = 0+ 0+ ”(2-) = |48| 

. A + 2MB + MC| = إعنددا‎ =4MG, د‎ 

4716, = 2x2 = 4 يني‎ |MA + 2ME + MC] = 2| 48| 

ومنه 1= ,716 . إذن المجموعة )1١(‏ هي الكرة التي مركزها 


,6 ونصف قطرها 1 . 
حل التمرين6 
1) التمثيل الوسيطي للمستقيم (,2) 
١‏ 0 = | 3 
لنكتب × ودر بدلالة ج (ج وسيط ) › لدينا : y-4‏ ا 
5- 5-+3 +21 
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1) ج2 2 س ای 
مله )1( J‏ أت ج4- = 2y‏ دعر 2- 3 


2x+3y =0 2x+3« =0 )2( 


بجمع المعادلتين للجملة (*) نجد : ج42 = ر5 ومنه ا 
5 


وبالتعويض في المعادلة ج22 = بر ابر نجد : چ ير ء لذن المتيق 
١ 1 5‏ 


سعد 

الوسيطي للمستقيم ( ,2 ) هو معرف ب : 2 4/6 حبر 
ل دج 

2) إثبات أن المستقيمين ( ,2) و( ,2) متطابقان 
(,2) موجه بالشعاع (1-:2:1) » و (,2) موجه بالشعاع 
(2:2-:4-) » . نلاحظ أن 2- - » إذن (,2) يوازي (,2) 
النقطة (2:1-:1)1, تنتمي إلى (,8) (0 -4) وتنتمي 
إلى (,2) (1- #) ٠‏ إذن (,2) و (,) هما مستقيمان متوازيان 
ولهما النقطة 4 مشتركة فهما متطابقان . 
3 إثبات أن المستقيمان ( ,)و (,7) ليس من نفس المستوي 
(D, )‏ موجه بالشعاع )1-;2;1( ,1 و (D,)‏ موجه بالشعاع 


4- 6 
a)‏ . الشعاعان ,» و ى غير مرتبطان خطيا 
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وبالتالي (,72) و(,2) يكونا إما متقاطعان أوليس من نفس 
المستوي . لندرس تقاطع المستقيمين. (D,)¬(D,)‏ معناه: 


6 6 
دك س ا اسك - 
24 1-27 (1) 1 4ج 1 
52--/+2- ومنه (2) 2= 4+ )*( 
ت 1 (3) 1-=4-- 
ET‏ 
الجملة المكونة من المعادلتين (2) د (3) : 5 


55 

تقبل الحل : 6 -/ و 5- = 2 وهذا الحل لا يحقق المعادلة (1)» إذن 
سا *) ليست لها حل وبالتالي المستقيمان ( ,)و (,8) غير 

)D,( .‏ و( () غير متوازيان وغير متقاطعان فهما 
i PEE‏ 
4- لنعين التمثيل الوسيطي للمستقيم (4) . 
المستقيم (۸) موجه بالشعاع (3:1:1)/: ويمر بالنقطة 
M (x; y:2)e (A) . 4)5:-1:4(‏ معناه : AM - an‏ 
ومنه : ب3 = 5-× وانن-1+ير واس -4-ج ومنه : 
( @3 +5 دعر وان +1- دير و بم+4 - ج حيث (a & R‏ 


وهذه المعادلات الثلاثة تعبر عن التمثيل الوسيطي للمستقيم (۸) . 
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إثبات أن المستقيم (,2) يقطع (۸) 

نلاحظ أن الشعاعين (1- :2:1) ,44 و (4)3:1:1/ للمستقيمين 
(,2) و (۸) غير مرتبطين خطيا لان ياي ٠‏ إذن 
(D,)‏ و (4) هما إما متقاطعان وإما ليس من نفس المستوي . 
لندرس تقاطع (,7) د(4). (0,(^)4 )يعني : 


5+30 = 1+2 (1) 4= 2-3 
@+1-=2+1- ومنه (2) )*(٤-»=1‏ 
به+4--1 (3) 4=3-)- 


الجملة المكونة من المعادلتين (2) و (3) تقبل كحل 2- - بن 
و 1- = 1 وهذا الحل يحقق المعادلة (1) . إذن الجملة * تقبل حل 
وحيد 2- = بمو 1- = 1 وهذا يعني أن المستقيمان (D,)‏ د)4( 
متقاطعان في نقطة وحيدة . لتعيين إحداثيات نقطة تقاطع 
(D,)‏ د (۸) نعوض 2- = ى في المعادلات للتمثيل 
الوسيطي للمستقيم (4) نجد : 2= , 3- = بر, 1- دعر 
إذن [1) = (۸)ہ)(,() حيث : (3;2-;1-) 1 
حل التمرين7 


1) لدينا (2:2:2-) 48 ٠‏ (4-:1-:2) 4€ . الشعاعين 


8B‏ و 4€ غير مرتبطين خطیا لان ي2 ومنه النقاط 
55 2 
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ينا 


4 ,8 ,© ليست على استقامة واحدة 
n-AB=3(-2)+2-2+1-2=0 2‏ 

0 -(4-):1+(1-):2+(3)2- 7:46 . 
ومنه 48 1 ۸ و46 1 ” » فالشعاع ۾ عمودي على شعاعين 
غير مرتبطين خطيا ومن نفس المستوي )48٣(‏ فهو شعاع ناظمي 
لهذا المستوي . 
3) (2 :مر ند) 34 نقطة من المستوي ('18)0 )يعني : 
0 - 04714 ومنه 0-(2-2)+(0-ب)2+(1+)3 ومنه 
0= 2+1 + ر2 + ×3 وهي معادلة المستوي (ABC)‏ . 
4) بما ان المستوي (0) يوازي المستوي )48٤٣(‏ فيكون 
(3:2:1) شعاع ناظمي للمستوي (0) . 
(1-;2;3) ( نقطة من المستوي )0( يعني أن : 2/14 1 ۸ ومنه 
0= 0274 ومنه 0= (2+1)+(2)0-3+(2-)3 ومنه 
0 -11-ج + ر2 + ×3 وهي معادلة المستوي (0) . 


حل التمرين8 

1 المعادلات الوسيطية للمستقيم (2) : 

„ نقطة من المستقيم (2) يعني 1 يوازي‎ M(x; y;z) 
: ومنه يوجد عدد حقيقي ۸ بحيث : »2 = 01 ومنه‎ 
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2 -1+يرة ومنه 1+2 - بر ! مع 12[ 
- - 1ج له-1 عاج 


2) المعادلات الوسيطية للمستقيم (48) : لدينا (1:1,9) 48 وهو 
شعاع التوجيه للمستقيم (48) . (48) € (2 زر :ءد) 74 يعني 
يوجد عدد حقيقي / بحيث : 2 .+ - 474 ومنه : 


x=1+t x-1=t 
teR ومنه + +1- حير ؛ مع‎ 1y +1 =1 
دج‎ 4+9) z+4=9t 


3 يكون المستقيم (48) محتوى في المستوي (2) ذو المعادلة : 

0 = 2-5 - ر4 + ×5 إذا كانت نقاط المستقيم (48) هي ضمن 
المستوي (7). بتعويض ×,ر,ج بدلالة الوسيط + في معادلة 
المستوي (2) نجد : 

0 -5-(/4+9-)-(4 +1-)4+(+5)1 ومنه 0-0 . 
إذن إحداثيات جميع نقاط المستقيم (48) تحقق معادلة () وهذا 
يعني أن المستقيم (48) محتوى في المستوي (۲) . 

م +2 دعر 

2 +1- د بر 
1-2دعج 

0 ع 5-ج -بر4 ج+يرة 
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4) (5)ح (2) يعني : 


2 +2 دعر 
1+2- دير 
1-2-<ج ۳ 
0 -5-(1-2)-(1+22-)4+(5)2+2 
من المعادلة الأخيرة للجملة (*) نستنتج أن 0 = 4 وبتعويض 1 في 
المعادلات للتمثيل الوسيطي للمستقيم (7) نجد : 
2 - ×,1- = بر,1 - ج . إذن المستقيم (7) يقطع المستوي (۲) 
في النقطة (1:1-:2) 7 . 
حل التمرين9 
1 المستوي المحوري للقطعة المستقيمة [48] هو المستوي 
العمودي على (48) في النقطة 7[ منتصف [48] . 
إذن الشعاع 48 يعتبر شعاع ناظمي لهذا المستوي . 


سے درج XN TX +V,‏ 
لدينا (4:2-:4) 48 و | عشخت لكل و )ر 


أي : (7)1:0:2 . (2:ر;×) 74 نقطة من هذا المستوي المحوري 
يعني : 4B‏ 1 774 ومنه 48-0 . 774 ومنه : 
-(2)2-2+(0-)4-(1-+)4 ومنه 

0 -8-ج2 +بر42-4 أو 2-4=0+ر2y-2x‏ 

وهي معادلة المستوي المحوري للقطعة المستقيمة [48]. 

(m+1)x + my - ج2‎ + m-1 = 0 ذو المعادلة‎ (P,) يكون‎ )2 
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ومنه : 


يوازي المستوي (0) ذو المعادلة 0 = 3+ 22 - ر + ×2 إذا تحقق 
mM _ _2‏ 11م 
ما 
ا 3-1 2 
ا إذن إذا كان 1= بير فالمستوي ( ,۶ ) يوازي 
المستوي (0) . من أجل 1 = ر تكون معادلة المستوي ( 2) هي : 


y-2 =0‏ +×2 .بما أن + كد ت فامسترييم 
2 


1 -2 

(,) و (0) لا يمكن أن يكونا متطابقين . 
ب) المستوي ( ,2) يعامد المستوي (۸) ذو المعادلة 
0= 1+ 2- ر2 + ×3 إذا كان الشعاعين الناظمين 
n(m +1;m;-2)‏ و (1-:3:2) م متعامدين ومنه : 
0= (2-)(1-) + 2 +(1+ )3 ومنه 1- =„ , 
حل التمرين 10 
1 -أ المستقيم (۸) هومعرف بجملة معادلتين ديكارتيتين 
للمستويين (۲) و(۸) : e‏ 

-x+ ر‎ +22 +1=0 
x+y=z (1) 
-× + ر‎ = -22-1)2( 


. نلاحظ أن إذا كان 1 = ,مر ٠‏ فالمساواة 


ا بجمع المعادلتين (1) و (2) نجد 


1 1 
1-ج2-دبر2 ومنه دا ا وبالتعويض في (1) نجد : 
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شيا 


3+4 دم . ويكون التمثيل الوسيطي للمستقيم (4) هو : 


1 3 1 1 
كك ی 4ر و ۸= .(AeR‏ 
ي # لحيس معد لق و 


ب) من التمثيل الوسيطي للمستقيم (۸) نستنتج ل 
شعاع التوجيه للمستقيم (۸) . 

2) المعادلة الديكارتية للمستوي (2) : بما أن المستوي (7) يعامد كل 
من المستويين () و (۸) فإن ۾ شعاع ناظمي له يعامد كل من 
الشعاعين الناظمين للمستويين (2) و(۸) . 

لدينا : n, (1;1;-1) 8 n(a;b;c)‏ و (1:1:2-) يم 

ملم د لم يعني : 0 = ,۸۰۸ و 0= ,04م ومنه : 
وسع 


a+b-—-c=0 
منه بجمع المعادلتين‎ 
2b+c=0 7 ا‎ 


-a+b+2c=0 

بوضع 5-1 فان 2- = و 3-=4. 
إذن (2-;3;1-) n‏ هو شعاع ناظمي للمستوي (7) . 

M(x; y;z2)e (7)‏ يعني 44 1 :: :نه 0 - ۸۰401 ومنه 
0 -(2()2-0-)+(0--)1+(1-)3- ومنه : 

0= 22+3 -ر + ×3- وهي معادلة المستوي (7) . 

: (2:ر:×) 14 يعني‎ e )7( ^ )4( G 
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www .mat hı 


x= 42+ 4 


44-4 = » و 0= 22+3-ر+3x-‏ . 


کچ 
أ 


بتعويض ×,ر,ج بدلالة 4 في المعادلة 22+3=0- ر -3x+‏ 
نجد : 30+ 22--42( +4 +362)ه 
من هذه المعادلة نستنتج أن : د وبالتعويض قيمة رر في 
المعادلات للتمثيل الوسيطي للمستقيم (۸)نجد : 
إذن (4) يقطع المستوي (*) في النقطة ( چ د )1. 
حل التمرين 11 
الكوة التي مركزها ۾ وتشمل النقطة ۸4 يكون نصف قطرها 4 ۾ 
ج (x= xg) +(e) +(e)‏ - امج 
نعلم أن معادلة الكرة (5) التي مركزها ج ونصف قطرها ۸ 
هي ۴ =( )+ رار )+ ا( تد)؛ إذن معادلة 
الكرة (5) هي : 21 - )2+1( + (y-2)‏ + 1-«( ومنه : 
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-2×-4y+22-15=0‏ + تجار 
2) المستوي (2) يمس الكرة (5) في النقطة 4 يعني 
(م) 1 مج ٠‏ إذن (2;4-;1) 4ص هو شعاع ناظمي 
للمستوي (۲) وتكون معادلة المستوي (۶) هي من الشكل : 
0 = ۸ + 4 + ر2 -× وبما أن المستوي (2) يشمل (2;0;3) 4 
فان 0 = 3+۸ ×4 +0 »2-2 ومنه0 = 14+ ۸ ومنه 14- = ۸. 
وتكون معادلة المستوي (2) هي : 0 -47-14+ بر2 -ند . 
(G3‏ 0 = 25- + ر + مر ومنه52 =25 = 7ج + ”ر + یر وهي 
تمثل معادلة الكرة ("5) التي مركزها (0)0:0:0 ونصف قطرها 5 . 
المسافة بين النقطة 0 والمستوي (7) هي : 
5 (0«<1+2«0+2»0+15|_ازامع. 
و كاي TD‏ - ررم)رم)» . 
بما ان المسافة بين مركز الكرة (/5) والمستوي (7) تساوي نصف 
قطر الكرة ("كى) فالمستوي (7) يمس الكرة ('"5) في النقطة ۸1 . 
النقطة 7 نقطة تقاطع ('5) والمستوي (7) هي المسقط العمودي 
للنقطة 0 على المستوي (7) أي نقطة تقاطع المستقيم ( 017) 
و(2*) . بما أن المستقيم (0۸7) عمودي على (2) فيكون 
(4)1:2:2, شعاع ناظمي للمستوي () هو شعاع التوجيه له 
ويكون التمثيل الوسيطي للمستقيم ( 017) الذي يمر بالنقطة 0 
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اق ح 32 
وشعاعه التوجيه (1:2:2) م هو :22 -بر! مع 2212 
باه" ح ج 

)04(^)z( = )8(‏ يعني : 
=A‏ عد ل ع عر 
2ل إن در 

24 <-ج 3 24 دج )*( 


0 -22+15 +بر2 دير 0 - 15+ 4۸4+44 دم 


من الجملة (*) نستنتج < = 4 وبتعويض ب في المعادلات للتمثيل 
الوسيطي ل ( 077) نجد : 1- - 2 ب/10- - ر - = × 
5⁄._1⁄._0_ 

نە (194-:194-:34-)1 . 

حل التمرين12 

1) لدينا (2:1-:2) 48 ٠‏ (1:2) 74 نقطة من المستقيم 
(48) معناه يوجد عدد حقيقي 1 بحيث : 4۰48 = 477 ومنه : 


2-1 دعر 
2+ 2- = بر مغ 6 ۸. وهو التمثيل الوسيطي ل (4B)‏ 
2-1 دج 


2) النقاط 8,4 ,س ليست على استقامة واحدة لأن الشعاعين 
4B‏ و 82 غير مرتبطين خطيا وبالتالي فهي تشكل مستوي 
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(48). الشعاع ۾ ناظمي للمستوي ( 188 ) هو الشعاع الذي 

يعامد الشعاعين 48 و 22 أي (2:1-:2) AB‏ ل (ءزطنه) م و 

Ba )1:1:0(‏ ل (ءبطزه) م ومنه 0 - n- AB‏ و 0= ©8 n‘‏ 

2a -2b+c=0 55‏ باخ ويج ألم اد وى سدع 
a+b=0‏ 

ومنه (4-;1-;1) ۸ وتكون معادلة المستوي (»48) من الشكل : 

0= ۸ +42 -ر »× وبما أن المستوي يشمل (1:0:0) 8 فإن : 

0= ۸ +1-0-4»0 ومنه 1-= ۸ . 

إذن معادلة المستوي (487 ) هي : 1=0- y-4‏ لمر 

3 أ لدينا معادلة (5) : 0 -1-بر2 -ير4 - 2ج + ترج ”× 

ومنه 0 -1- 2ج +1- *(1-بر) +4-*(2-+) ومنه: 

6 - 2ج + *(1-سر)+  (x-2)‏ وهي تمثل معادلة كرة مركزها 

النقطة (2;1;0) o‏ ونصف قطرها ١/6‏ . 

ب) بما أن ج مركز الكرة ينتمي إلى المستوي (:482.) فإن الكرة 

)ئ( والمستوي ( »48 ) يتقاطعان حسب الدائرة الكبيرة في الكرة 

أي الدائرة التي مركزها ج ونصف قطرها 6/ . 

ج) (48) 6 (5) يعني : 
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)1( 2-1 دعر 
(2) 24+2-= ر 
)3( 24-1 دج 2 


x2 + ني ر‎ -4×-2 y-1 =0 )4( 

بتعويض 24-1 = × و 24+2-= ر و 4-1 =ج في 
المعادلة (4) وبعد تبسيطها نجد : 0 = 5+ 94-18۸4 ومنه: 
4= 4 و ت رار .إذن المستقيم (48) يقطع الكرة (5) 
في النقطتين ( 4:24 -:/7 ) F(- 4:4-74) E‏ 
( إحداثيات النقطتين ٤‏ و ٣‏ یتم حسابهما بتعويض ۸ بالقيمتين 
,2 و با في التمثيل الوسيطي للمستقيم (48) ) . 

حل التمرين13 

1) بما أن المستقيم (1) عمودي على المستوي (2) فيكون شعاعه 
التوجيه هو (2:3-:1)؛ شعاع ناظمي المستوي (2). 

إذن المستقيم () موجه بالشعاع  )1;-2;3(‏ ويمر بالنقطة 
(3:5:1-)4 > (2()2,ط :)34 يعني 4714 يوازي ۸ 
ومنه يوجد عدد حقيقي 1 بحيث : 4۰ = 471 ومنه ‏ 


x+3= A‏ م +3- دعر 
22- - 5 - بر ؛ ومنه 5-24 = ر )ىع 4c R‏ 
2-1-2 2-124 
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وهذه الجملة تعبر عن التمثيل الوسيطي للمستقيم (7) 
2) (۸) 0(0( )يعني : 


50 )1( 1-4-2 
2+1- -15-22 ومنه (2) 4-=:1-22+2(*) 
2+5 = 1+34 )3( 4= 324-21 


الجملة المكونة من المعادلتين (2) و (3) تقبل كحل 

0 - 4 و 2- حم ونلاحظ أن هذا الحل يحقق أيضا المعادلة (1) » إذن 
فهو حل للجملة (*). بما أن الجملة (*) تقبل حل وحيد 
فالمستقيمين (( )و (۸) يتقاطعان في نقطة وحيدة . لتعيين إحداثيات 
نقطة تقاطع نعوض 0 - 1 في المعادلات للتمثيل الوسيطي ل (7) نجد 
1= , 5د سر, ×x×=-3‏ . 

3 ( 0;5 )ص ^(() يعني : 


>× = 14 x - -3+ x =-3+ 4 
س 5-2 در‎ 

الت ل یله رر ومنه )17 بر 

2-12 74 -=4 0 <ج 


غب : 17 10 5 
المستقيم (2) يقطع المستوي (ز ;۳)0 في ELL‏ . 
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حل التمرين14 
1) المستقيم (2) موجه بالشعاع (2-:1-:4)0, 
والمستقيم ("7) هوموجه بالشعاع (2;2-;5-) م . نلاحظ أن 
الشعاعين 1 و أ غير مرتبطين خطيا لأن 0 إذن 
(2) و('2)هما إما متقاطعان وإما لا ينتميان إلى نفس المستوي . 
4-1 = 1- 
(')2(6)يعني : 3-1= 41-1 ومنه 1= £ و0 =1 . 
27 +1- = 1-21 
بما أن الجملة تقبل حل وحيد فالمستقيمان (2) و ('7 ) يتقاطعان في 
نقطة وحيدة . بتعويض 0  -‏ في المعادلات للتمثيل الوسيطي 
للمستقيم (2) نجد : 1= , 1=ر,1-=x×.‏ 
إذن (1)-('2)ى(م) حيث : (15151-)1 . 
2 لدينا (2-;1-;0) ,م د(2:2-:5-) » شعاعي التوجيه 
للمستقيمين (8) و('7) . ب شعاع ناظمي للمستوي () الذي 
يشمل المستقيمين (7) و ('2)يعامد كل من الشعاعين بر و أو 
ومنه 0 = ۸۰4 و 0= ۸-۳ . لیکن n(a;b;c)‏ ومنه : 
ا بأخذ 5 = ع فإن : 
nu =-5a-2b+2c =0‏ 
10-=ط وa=6‏ 
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ومنه (10;5-;6) ۸ . المستوي (۲) يشمل النقطة (1:1:1-) 1 
تقاطع (() و ('2) و (10:5-:6)/ اناع دشي اء 
(2 ر ;»)1 نقطة من المستوي (۲) يعني 0 - ۸۰101 و 

0 -(5)2-1+(1-س)(10-)+(1+*)6 ومنه 

0 -52+11+بر6-10 وهي معادلة المستوي (2). َ 
3 (2:2-:5-) أ شعاع التوجيه للمستقيم ('2) و (2:3-:2):/ 
0 أن .م ومنه ع ل ر وهذا 
u = 2)-5(+)-2()-2(+3×2 =0‏ 

يعني أن المستقيم ("72) يوازي المستوي (0) . 

0 ب ان 
XxX y= -27 +1 x-py+2z2-1=0 4‏ 


م بجمع المعادلتين للجملة 6 5 
1-ج2 د بر ديه ا 
1-ج- = × وبالتعويض في المعادلة 1+ 27- = ر - × نجد 
2-ج در . بوضع 4 = ج نحصل على التمثيل الوسيطي 
x= -4-1‏ 
للمستقيم ('( ) وهو معرف ب : ۸ © 2, .)D'(:y=4-2‏ 
ش ۰ دج 
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(151:1-)» هو شعاع التوجيه للمستقيم (7) وهو أيضا شعاع 
التوجيه للمستقيم ('() وهذا يعني أن المستقيمين (2) و ('() 
هما متوازيان . من أجل 0= ٤‏ لدينا النقطة (3:2:0) 8 هي نقطة من 
المستقيم (() وهذه النقطة لا تنتمي إلى المستقيم (/2) لأن لا توجد 
قيمة ل 4 تحقق : 4-1=3- و 2-2-2 و 2-0 ومنه 
المستقيمان (2 )و ('2) هما متوازيان تماما . 
2) 7 المسقط العمودي للنقطة 4 على المستقيم (7 ) الموجه 
بالشعاع » يعني أن » 1 217 و (() e‏ 87 ومنه 0 - 417 1ı.‏ 
لدينا (1+ ,2:2 - ر1- AH (x,‏ و u(-1;1;1(‏ ومنه 

- و‎ -1( + (Yu -2(+)2 +10 (1) 


xy = -4 2-3 
xk 
( ) J, - 4+2 
ty =f 


وبتعويض ,ركد , ,ريزو ,رج بدلالة م في المعادلة )1( للجملة )*( ت 
0-(4+1)+(4)+(4+2-)-ومنه 3-1-0 ومنه 
دم وبتعويض قيمة + في كل من ,ره , ,رار, ,رج انجد : 


كع يه د س د عر رفن )” 
ا اليا 07 RR‏ 


المسافة بين النقطة 4 والمستقيم (17) هي 411 
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ع ل 
حل التمرين16 


-5-ج3 دس بر + ع2 : 
2 مله 
1) (×0) ^( )يعني : | 1 


yJ=2=0 
5/7 .0-Q) ihi û 
(54:0:0) ومثة 29 يقطع (×0) في النقطة‎ 6 
دير‎ 2-0 
ومنه ا‎ 2x+y-32-5=0 + 
يعني 0 ع ج دعر 0 دج‎ )۶( ^ )0y( 
)0:5:0( المستوي () يقطع (ر0) في النقطة‎ 


2-50 7 ونه 
0 عدر x=‏ 


7 


x= py =0 يعني‎ )5(6)02( 


المستوي (۲)يقطع (02) في النقطة ( 5 -:0:0) َ 

2- أ) (1:3:1) شعاع ناظمي للمستوي (0) و(2:5:9-) « 
شعاع ناظمي للمستوي (۸) . الشعاعين س ور غير مرتبطين خطيا 
وهذا يعني أن المستويين (©) و (۸) متقاطعان وفق المستقيم (2) 
المعرف بجملة المعاد لتين الديكارتيتين : 
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x+ 3y + 2-10 0 
ae 

لتعيين التمثيل الوسيطي للمستقيم (7) › نأخذ ج كوسيط ونعبر عن 
× ور بدلالة ج أي نحل الجملة ذات المجهولين × ور : 

0+ 2ج- = 3y‏ +× 
5y =-92+3 a‏ + ×2 
بجمع المعادلتين للجملة (*) نجد : 117+3-= ر11 ومنه : 
3+ 2- = ر وبالتعويض في المعادلة 2+0 -ددر3 + ير نجد : 
21 = × ويكون التمثيل الوسيطي ل (7) معرف بالجملة : 


x = 2+1‏ 
3+ - دير ؛ مع 2[ . من التمثيل الوسيطي ل (() 
=A‏ 


نستنتج أن شعاع التوجيه المستقيم (7) هو (1;1-;2) . 
بوضع 1-0 نعين النقطة (1:3:0) ع من المستقيم (2) . 


x =24+1 
(D) 1y =-4+3 و‎ (P) :2x+y-32-5 =0 ب) لدينا‎ 
z= 


بتعويض × ,ر ,ج بدلالة 2 في معادلة المستوي (2) نجد : 
0 > 34-5 -(2+3-) +(1+ 2)24 وبعد التبسيط نجد :0 = 0 
وهذا يعني أن إحداثيات جميع نقاط المستقيم (2)تحقق معادلة 
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2x + بر6‎ = -22 +0 
۵ 


المستوي (2)» إذن (8) هو ضمن المستوي (2) . 
ج ) التفسير الهندسي لحل الجملة. 
(1) 32-5=0-ر+2x‏ 
-2x + 5y +92-13 = 0)2(‏ 
x+3y+2-10=0 )3(‏ 
الحل لهذه الجملة يمثل تقاطع المستويات الثلاثة : (©), (۲(,)۸) 
حسب السؤال 2- أ) تقاطع المستويين (۸) و(0) هو 
المستقيم (/) وحسب السؤال 2- ب) المستقيم (8) هو 
محتوى في (۲) › إذن المستقيم (7) هو مشترك بين المستويات : 
(P),(R) .)0(‏ . التفسير الهندسي للحل للجملة المذكورة هو ان 
المستويات (0), (/),(8) تتقاطع وفق المستقيم (2) . 
التمرين17 
TEE‏ و (2:1-:3-) 4C‏ نلاحظ أن 
2ے ل . إذن 48 و 46 غير مرتبطين خطيا ومنه النقاط 
يبه استقامية . لدينا 0 -2-ج2+ بر: (ط) 
بما أن : 0 -20+1»0+12-2 فإن (م)ء 4 
بماأن : 21+0»2-2-0 +30 فإن )P)‏ € 8 
الق -2(»1+222-2-)+1»0- فان (م)ء 6؛ 
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إذن معادلة المستوي (7) هي : 0 -2-ج2 +:و. 
AY LX, FAR 2‏ کا 
١ 2+2‏ 
إذن (2:2-:3-) 6 . ب) نعلم أن : 
MB’ + 271 =‏ + :2114- 

= (-2+1+2)MG’ -2GA? + GB + 200 = 

= MG? -2GA? + GB? + 20“ 
GA’ = (x, 5 2371 4+ 0607 د‎ J) + 607 - ا‎ 4 = 30 
GB’ = (xg - xç) + (Yg =e) + و2)‎ -±( =6 
GC? = (xx) +(e) +(t =2) =4 


3 (i-2 


36 


MG? - 1م26‎ + GB? +2GC? = MG? - 60+ 56+8 -3 


ومنه : 3 = 9 - 16 » إذن مجموعة النقط 74 من الفضاء 

المطلوبة هي الكرة (5) التي مركزها 6 ونصف قطرها 3 . 

ج) (2:2-:1)0 تنتمي إلى الكرة (5)إذا كان 3 - ۸ = 67 . 
(z, -z(‏ + الب )+ GI = (x, - x)‏ 

61=N3 +0 +0° =3‏ ومنه (5) چ 1 

المستوي (۸) مماس للكرة (5) التي مركزها 6 عند النقطة 1 
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يعني أن الشعاع (3:0:0) ]6 هو شعاع نستي المسقيي (8). 
M (x; y;z)e (R)‏ معناه GÎ‏ 1 1/1 ومنه 0= IM ‘GI‏ 
ومنه 0= 3(x-0(+0x<(y+2)+0x(z-2)‏ ومنه 

0 - عرق ومنه 0 = × وهي معادلة المستوي (۸). 

3 (48€) ص (8) يعني : 


ست 0 x=‏ 
0 دعر ومنه ا 
yJ +22-2=0‏ 2 22 حت ابل 


وهذه الجملة المكونة من معادلتين ديكارتيتين تمثل المستقيم .)D(‏ 


إذن المستويين (۸) و (486,) يتقاطعان وفق المستقيم (2). 
ا : (48 ) لأن إحداثيات النقط 4 ,8 ,€ 
تحقق معادلة المستوي (۲). 

2 شعاع التوجيه للمستقيم (۸) هو (2:1:1)/ لأن التمثيل 
الوسيطي ل (۸) يظهر شعاعه التوجيه . 

3) المستقيم (۸) يقطع () لأن (1:2-:1), شعاع ناظمي 
لمستوي () و (2;1;1)» شعاع توجيه للمستقيم (4) غير 
متعامدان [0 ع .) وهذا يعني أن المستقيم (4) لا يوازي 
المستوي (2) إذن فهو يقطعه . 
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4) 4 تنتمي إلى (P()‏ لأن إحداثيات 4 تحقق معادلة (م). 
ويه 7 والمستوي (P)‏ هي : 0 لأن : 


|-1-2+2-1 


(P))= 6‏ :40 . 
6 المستقيم (۸)يقطع (۶) في النقطة ذات الإحداثيات ل ل" 8 


5 


3 3 3 
لأن إحدائيات هذه النقطة تحقق معادلة (م) فهي تنتمي إلى (م) 5 
5 8 1 
أجل - -2 لدينا | :2.2 » إذن النقطة 
ومن جل 2 A‏ 95 نقطة من (4) › إذن 


ا 3 1 هي نقطة مشتركة بين (4) و(2) فهي نقطة تقاطع . 


حل التمرين19 
1 النقاط 4 ,8 ,) ليست على استقامة واحدة فهي تشكل مستوي 
(486)»ء (4)1:0:3 لأن : 0= .1+2x0+2x3-7‏ 
( 48€( € (1:3:0) 8 لأن : 0= .1+2x3+2x0-7‏ 
e )4B€(‏ (3:1:1) © لأن : 0= 3+2x1+2x1-7‏ . 
إذن معادلة المستوي ( 48€ )هي : 0= 22-7+ 2y‏ + ×. 
2- ) (1:2:2) شعاع ناظمي للمستوي (480) و (2:1-:2) لا 
شعاع ناظمي للمستوي (0). 1×2=0+(2-)1×2+2= ۸۰۷ 
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ومنه : : 1 مم وهذا يعني أن المستويين (486,) و (0) متعامدين. 

ب) المستقيم (2) الذي هو تقاطع المستويين (0) و (486,) هو 
05 

-5-ج +ير2-2 

لتعيين التمثيل الوسيطي للمستقيم (7)»؛ نعتبرج وسيط ونعبر 

عن بر وبر بدلالة ج أي نحل الجملة ذات المجهولين عد ور : 

x+2y=-22+7 )1( 

0 2×x-2ر=-2+5‎ )2( 

3x = -32 +12‏ ومنه 4 +ج- = × وبتعويض في (1) نجد : 

4 + م- دعر 


+ - در . ومنه : 4+34 و/[- د iy‏ مع +1 .2 
9 2 -<ج 


معرف بجملة معادلتين ديكارتيتين : 


ا بجمع المعادلتين (1)و(2) نجد : 


حل التمرين20 
rs (1)‏ 
توجد عدة طرق لحل الجملة الآتية : (2) 1=0-ر2+×3- 
3y +272 = -4 (3)‏ =¥ 
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الطريقة الأولى : من إحدى المعادلات للجملة نعبر عن واحد من 
المجاهيل بدلالة المجهولين الآخرين ثم نعوض في المعادلتين الأخريين 
وبالتالي نحصل على جملة معادلتين بمجهولين نستطيع حلها بباسطة 
في الجملة المعطاة : من المعادلة (1) نعبر عن المجهول ج بدلالة 


المجهولين عد ودر . لدينا :5 - ر + ×2 = ج نعوض في (3) نحصل 


0 (4) 1= بر2+ءمة3- 1 
على الجملة : © 6 - ,ا ومنه بضرب (5) في (2+) 
-3x+2y =1 (4) |‏ 
ع )©6( e‏ بجمع المعادلتين (4) و (6) 


نجد : 13-13 ومنه 1= × وبتعويض في (5) نجد : 2 - ر . 
ولدينا : 1- - 2-5 +2 - 5 - بر + :2 دج . 
1 5=- 
الطريقة الثانية : ( طريقة 155اه© ) . 1 n‏ 
مآ 4-- ج2 +يرة3-معر4 
بضرب رآفي(2-) وبجمع مع ,1 (م1 +21 > (Lı‏ نجد : 
4- = 47+ ر5- وبضرب ,1 في (3+) و ,1 في (2+) وبجمع 
المعادلتين ( ,21 + ,31 -> ,1) نجد : 17= 32-ر7 أي نحصل 
2 5- ج حبر +2 
على الجملة الآتية : ر1 14- - 47 +بر5- 
مط Ty-32=17‏ 
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بضرب ,7 في (7+) و ,1 في (5+) وبجمع المعادلتين 
“7L, +5L,)‏ 1) نجد : 13- = ج13 ومنه : 
1 5 جسبر + م2 ش 


Sy +4 =-14 1L,‏ (*) من L,‏ نستنتج أن 1- = ۾ 


132 = -13 L, 
وبتعويض 1- = ج‎ 
ج و بر في ,1 نجد : 1 - جر ء إذن الحل للجملة المعطاة هو‎ 


1-دج , 2=ر ,1=×. 
التفسير الهندسي : معادلات الجملة المعطاة هي تمثل معادلات 


في ,1 للجملة (*) نجد 2 = در وبتعويض قيمتي 


مستويات والتفسير الهندسي للحل لهذه الجملة هو أن المستويات 
(0):-3x+2y-1=0 < (P): 2x+y-z2-5=0‏ 


0= 4+ 22+ ر3- »4 : (8) تتقاطع في النقطة (1-:1:2) 1. 


حل التمرين21 
-2x+ p-5 +5 =0 8‏ 
0 إو (۳) یا TT‏ 


وهذه الجملة تمثل المستقيم )۸( . لكتابة التمثيل الوسيطي ل (۸) 
نأخذ ج وسيط ونعبر عن عر ودر بدلالة ج أي نحل الجملة الآتية : 


-4Ax+2y=102-10 -2x+ ر‎ = 52-5 
ومنه‎ 
Ax+ بر‎ --7 


7ح تبر A4xX+‏ 
وبجمع المعادلتين للجملة (*) نجد : 62-3 = ر3 ومنه 
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9 


22-1 = ر وبتعويض في المعادلة 5 - ج5 = ر + ×2- نجد : 
بوضع 4 = ج نحصل على التمثيل الوسيطي 
3ے 
1+2 %4 
22-1 دير :)۸( 
ل دج 


2) / المسقط العمودي للنقطة 8 على المستقيم (4 ) يعني 


0-3 
2 چ ۽ 


د(۸) : 1 ع1 , 


(4) 1 (877). لدينا [2:2:1- اه شعاع التوجيه ل (4) و 
(لغرة :ىر نا- BH (x,‏ . لدينا 0= u- BH‏ و He(۸)‏ 
په )(*( 1=0+ برة + (x, -1)+2y,‏ 3= 


%4 4+2 


و 22-1 - J,‏ 
=A‏ ررة 
بتعويض ,رغد , برل و ررة بدلالة .2 في المعادلة (*( نجد : 
2+1=0+(2)22-1+ 1+ 2-22 
ٿه 0= ⁄5- 2 ⁄29 نه. ‏ ⁄10- عو د 
ومنة 0- ۾ 34 و منه : و17 = 1 . بتعويض 1 شي 
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رز چ یدو لے 2 کت 5-7 5-5 
رخ 5 رر ث3 در 29 ا 5 29 11 29 11 


المسافة بين النقطة 8 والمستقيم (۸) هي 871 


BH = (x, - x) (N - Yn) +), -# )۾‎ = 


(E) - 2-5‏ 8 
+ ا |= 
841 29 
3) المعادلة الديكارتية للمستوي (۸) الذي يكون (3;4;2-). 
شعاع ناظمي له هي من الشكل : 0= ۸+ 22 + ترك + ترق 
وبما أن (۸) يشمل النقطة (1;0-;2) 4 فإن : 
0 - / +20 +(1-)»4 +32 ومنه : 10= ۸ . 
إذن معادلة المستوي (۸ ) هي : 0 - 10+ 22 + ر4 + ×3- 
0 
1y =24-1‏ :)۸( 
لدج 


4) لدينا التمثيل الوسيطي ل (۸): 


نلاحظ أن من أجل 0 - 4 لدينا : 0 -ج , 1- در , 2 عر وهي 
النقطة (1:0-:4)2 » إذن النقطة 4 تنتمي إلى المستقيم (۸). 

حسب السؤال الأول المستويين (/) و (0) يتقاطعان وفق المستقيم 
(4) . النقطة (1;0-;2) 4 تنتمي إلى (4) وإلى المستوي (۸) 
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وهذا يعني أن النقطة 4 هي مشتركة بين المستويات الثلاثة : 
(8), (©) , (ص) ممنه : 43 ) = (8) ص (90)م(25). 

حل التمرين22 

1) لدينا : (2:1-:1-) 4€ , (1:0:2) 48 . نلاحظ أن الشعاعين 
8 و 46 غير مرتبطين خطيا لان : لط ومنه النقط 
١,8,4‏ ليست على استقامة واحدة . 0 


2) لنرمز ب n(a;b;c)‏ ومنه 0 - 48 .م و 0= n-AC‏ يعني : 


0= 2+ و 0 -ع+26-م- . نلاحظ أنه يوجد عدد غير منته 
من الحلول للجملة المكونة من هاتين المعادلتين : 

)1( 0 -ع2+» 

e (2) 

بأخذ 2- = ء وبتعويض في (1)نجد 4+ = ۾ وبتعويض هاتين 
القيمتين في (2) نجد 3- - ط ومنه (2-;3-;۸)4 . 

المعادلة الديكارتية للمستوي ( 486 ) الذي , هو شعاع ناظمي له 
هي من الشكل : 0 = ۸ + 22 -:و3 - ×4 وبما أن المستوي 
(48) يشمل النقطة (2;1;0) 8 فإن : 

0 -4/+42-31-20 ومنه 5- = ۸ . إذن معادلة 
المستوي ( :480 ) هي : 0 =22-5-ر3-×4 . 

3 لدينا : 2-1-0 +بر3+ع4- : (ص) و 
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0 -5-ج2 -در3- م4 : (480). نلاحظ أن : 

2 کہ ےک , إذن المستويين () و (48€) هما متوازيان. 
4) لدينا (4)2:1:3, شعاع التوجيه المستقيم (2) و (4:3:2-) ۷ 
شعاع ناظمي للمستوي (2) . 0 1×3+3×2+(4-)2 = 1۰۷ 
وهذا يعني أن » و « غير متعامدين ومنه المستقيم (7) لا يوازي 
المستوي (2)ء إذن المستقيم (7) يقطع (2). إحداثيات نقطة 
تقاطع هي الحل للجملة: 

2+1 دير 

2-2 در 

1+ 34 =2 
بتعويض × ,ر ,ج بدلالة ۸ في المعادلة (*) نجد : 
1=0-(1+ 2)34 +(3)4-2+(4)24+1- وبعد التبسيط 
نجد : 9 = ۸ . وبتعويض قيمة 1 في معادلات التمثيل الوسيطي 
للمستقيم (2) نجد: 2-28 , 7=ر .×x=19,‏ 
إذن 1 = (۲)ہ(() حيث : (1)19;7;28 . 
حل التمرين23 
1) لدينا : 2ے ے2 
2-7-ي و 1-34+ير و =2-2 ومنه: 


-4x+3y+22-1=0 )*»( 3 


: (8) ومنه 
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2+27 = نو 
(D):iy=-1+3t ;teR‏ 
g2 EE‏ 
المستقيم (1) موجه بالشعاع (2;3;1) . المستقيم (۸) هو 
موجه بالشعاع (3;1;1) « . نلاحظ أن الشعاعين ب و ر غير 
قفنب ET a‏ 

مرتبطين خطيا لان 1" ٠‏ إذن المستقيمان (7) و (۸)يكونا إما 
متقاطعان وإما ليس من نفس المستوي . لندرس تقاطع (2) و (۸) 
(2(6)4) معناه : 


21-324 =-4 )1( 2+2 = 34-2 
(*)431- 4 =1 (2) ومنه‎ 4-1+3 =۸ 
{i-4 = -1 3) 2+t= +1 


الجملة المكونة من المعادلتين (1) و (2) تقبل الحل 1= و2 - /ر 
القيمتين 1= و2 = 4 تحققان المعادلة (3) » إذن الجملة (*) 
تقبل الحل : 1= £ و2 = 4 . بتعويض 1 -غ في معادلات التمثيل 
الوسيطي للمستقيم (7) نجد : 2-3 ,و 2 دس 4دعومو. 

إذن (2) و (4) يتقاطعان في نقطة وحيدة (4:2:3) 1 . 

2) ليكن 7/ المسقط العمودي للنقطة 4 على المستقيم (72) › 
المسافة 17 تمثل بعد النقطة 4, على المستقيم ((). 
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النقطة (1:2-:2) 14 تنتمي إلى (( )وهي توافق قيمة 0 -4. 
لدينا (2:3:1) شعاع التوجيه ل (2) و (1:0:2) 1/14 

. 4M ٠| - |2 x1 + 3×0 +1× 2| = 4 : لدينا‎ 

AM إن‎ = HM |= |u|: 1M = ./141111 = 4 : وعم أن‎ 
[|= FTF YF = (1 o ومنه 14 - سك = ورور‎ 


4 


(D) 9‏ 
M H‏ 
المثلث 417774 قائم في 7/ وحسب نظرية فيتاغورس فإن : 
4H = 4741: - 17‏ . نعلم أن : 
5 = 22+ 02+ :11ل = AM‏ 


. AH? = AM? - HM? =5- وة + - بل‎ 


5 .م ١ك‏ 3 
ومنه ,3 = لا . إذن بعد لنقطة م عن (2) ھ3 


- 119 - 


7 +2 حير 

(D)^ P (0:) 0‏ سے قد 1ح قر 
#+2 دج 

0 دج 


0 - ج يكافئ 0 -+ +2 ومنه 2- -+ وبتعويض قيمة + في 
معادلات التمثيل الوسيطي د (( )نجد 0 -ج, 7- = بر, 2-= × 
إذن (72) يقطع P(0:i)‏ في النقطة (7:0-:2-) 1 . 
حل التمرين24 
1 نلاحظ أنه لا توجد قيمة للعدد الحقيقي ١‏ تعدم في آن واحد 
المعاملات الثلاثة (1- ١‏ ;;2) » إذن مهما تكن قيمة م فإن : 
0 -2-مم +22 + ر (1-م,) + ×2 تمثل معادلة مستوي . 
2 لدينا : 2-0 - ۸+ 2۳2+ بر (1- )+2 ومنه : 
(*) 0-(2-»2 +مر- )+ م (1+:2 + ر) . نلاحظ أنه إذا كان 

0ع 1ع ج2 بص 
زع 0= 2 سعر2 ديرت 
مهما تكون قيمة العدد الحقيقي +7 . ونعلم أن الجملة (ء) هي جملة 
معادلتين ديكارتيتين لمستويين فهي تمثل مستقيم (2). 
إذن من أجل كل e RR‏ مم فإن كل المستويات (,2) تشمل (() 
a‏ : 

أو 


1 > فان المعادلة زع تكون دائما محققة 


المعرف ب : 
-y+2×x-2=0‏ 
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www .mal 


ا بوضع 4 = ج نحصل على التمثيل الوسيطي 


1 - چ2 = J‏ 
د(D(‏ ( 4 + = × و 22-1 دمل و م = ج) حيت 
.AeR‏ 
Xx = -21 +1‏ 
بوضع مج لدينا  :‏ 1+2-= رمغ ۴ ٤€‏ 
# عدج 


وهذه الجملة تعبر عن التمثيل الوسيطي للمستقيم (4) . 

3)يكون المستوي ( ,2 ) الذي (1:2,1 - ::2) , هو شعاع ناظمي 
له يوازي المستقيم (۸) الموجه بالشعاع (1:1-:2-)// إذا كان 
n, Lu‏ أي : 4-0.,م ومنه 

2m =0‏ + (1-س)(1-)+2(2-) ومنه : 3= 11 . 
بتعويض 3 = م في معادلة (,) نجد معادلة المستوي 

المطلوب : 0 -62+1+ بر2 +2 . 

حل التمرين25 

1) لدينا (2:1 1) لدينا (1:2:1) ,7 شعاع ناظمي للمستوي (P)‏ و no (a: bc)‏ 
شعاع ناظمي للمستوي )0( و(3;1 ;1(2 شعاع التوجيه 
للمستقيم (7) . (0) 1 (۶) يعني يل م8 ومنه : 

. (0) يشمل (18) يعني: 
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Fp “ny = م‎ + 28- E 0 


)0( يوازي (2) ويكافئ u Ly‏ ومنه ؛ 
a+2b-c=0 (1)‏ 
2a +3b+ =0 )2(‏ 


هذه الجملة تقبل عدد غير منتهي من الحلول . بجمع المعادلتين 
(2(5)1) نجد : (*) 0 = 34+56 . نأخذ 5 = ۾ في المعادلة (*) 


ثم نستنتج قيمة ط التي تساوي (3-) وبتعويض 4 و ط في المعادلة 
(2) نجد : 1- c=‏ ومنه (1-:3-:5) نم 

بأخذ 1 = 4 وبتعويض في المعادلات م عن التمثيل الوسيطي 

للمستقيم (() نجد : 3 = × ,2= ر ,1 ج وهي تمثل إحدائيات 

النقطة (3;2;1) 4 التي تنتمي إلى (2). 

لدينا (85) ع 4 و(9) يحتوى (2)ومنه المستوي (0) يشمل 4 . 

إذن معادلة المستوي (0) هي معادلة مستوي يشمل (3;2;1) ۸ 

و (1-;3-;5) 1 شعاع ناظمي له . تكون معادلة المستوي (0) هي 
من الشكل :0 - 2+۸ -3y-‏ <5 وبما أن (0)يشمل (4)3:2:1 
فان : 0= 5×3-3>2-1+۸ ومنه 8-= » 

وتكون معادلة (0) هي : 0= 5x -3y-2-8‏ 

2) بما أن المستوي (۸) يوازي المستوي (7) فيكون 

(1-:1:2) ,۸ شعاع ناظمي للمستوي (۸)ء وتكون معادلة المستوي 
(۸) هي من الشكل : 0 = ۸ + ج ر2 + وبما أن (1;0-1) 8 


ودع +مة3 +ع2 درم 1 7 إذن لدينا : 
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تنتمي إلى المستوي (۸) فإن : 0= 1+2×0+1+۸ ومنه 


2 - ۸ وتكون معادلة المستوي (۸) هي : 0 = 2-2 - بر2 + عد 
8 المسافة بين النقطة (1-:1:0) 8 والمستوي (0) هي : 
1 -5«1-30+1] 


- ((4)8:)0 
چ + 3 + 5 
حل ا 00 
1- أ) لدينا (3:0:4-) 4€ , (3:6:0-) 48 . نلاحظ ان 


يد ت ی ل ی ن .0 3- 
الشعاعين 48 و 4٩‏ غير مرتبطين خطيا لآن : م * ٠-2‏ 
u. 4B -4)-3(+ 2»6+3»20-‏ ومنه 48 1 1„ 
0 -2»0+3»4 +(3-)4- ۰4€ ومنه 4€ 1 . 
الشعاع ,م عمودي على الشعاعين 48 و 40 غير مرتبطين خطيا 


من نفس المستوي ( 480 ) فهو شعاع ناظمي للمستوي (:4/86/). 


ب) المعادلة الديكارتية للمستوي (:48 ). هي من الشكل : 
0= 4 + ج3 + ر2 + ×4 وبما أن المستوي (480.) يشمل 
النقطة (4)3:0:0 فإن : 0= / +30 +20 +43 
2- - ۸ » وتكون معادلة المستوي (٤48)هي‏ : 

. 4x+2y+327-12 =0 

2- أ) المستقيم (۸) عمودي على المستوي )48٤(‏ يعني أن 
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شعاع ناظمي المستوي (4800 ) هو شعاع توجيهه . 
إذن المستقيم (۸) يشمل النقطة (5:0:1-) 7 وموجه بالشعاع 
M(x ysz)e (4) . 4)4;2;3(‏ معناه DM = Au‏ . 


4- 5+ م4 + 5- - عر 
ومنه : م2 بره ومنهة 8[ لم: 2 درل 
1-32-ج 1+2 ج 


وهذه الجملة تعبر عن التمثيل الوسيطي للمستقيم (4) . 
ب) النقطة 77 مسقط النقطة 7 على المستوي ('480 ) هي نقطة 
تقاطع المستقيم (۸) مع المستوي ([2480). 
Xx, - 41-5‏ 
Jy - 2‏ 
zy -32+1‏ 
4x, +2y,, +32, ~12 =0‏ 
وبتعويض ,,عد, ,,و, ,ج بدلالة 4 في المعادلة الأخيرة للجملة 
نحصل على : 0 -12-(2222+3)32+1 +(4)42-5 
ومنه 0 = 294-29 ومنه 1 -2 . بتعويض قيمة 2 في معادلات 
التمثيل الوسيطي ل (4) نجد : 4= 2,2= ,ربر,1- - ,× 
ومنه (1;2;4-) 1 . 


: ole (A)^ (ABC) = {H} 


3-أ) (×0) 6 (486) يعني : ر 


>< ج دس 
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. 12-0-عر4 XxX=3‏ 
ومنه ومنه 


إذن المستوي (480) يقطع (0) في النقطة (3:0:0) . 
(48()0) يعني : بو يوخا 


2 599 n 59 


0ع ج دير 


0= ج دير | 0ح ج دير 
إذن المستوي )48٣(‏ يقطع (ر0) في النقطة (0:6:0). 
ب) («48€(^)»0 ) معناه : 0= ا 8 
حمر 
5 ا 58 000 
z=0 z=0‏ 
وهذه الجملة لمعادلتين ديكارتيتين تمثل مستقيم (7) يكون تمثيله 
م دعس 
الوسيطي باعتبار × وسيط (2 = ×) كما يلي :6+ 24-= بر 
2=0 
إذن المستويين )48٣(‏ و (ر0×) يتقاطعان وفق المستقيم (2). . 
حل التمرين27 
1) لدينا (1:1-:1) قم . (48) ع (2:ر :)74 معناه وجود 
عدد حقيقي ۸ بحيث : 48 = 40 ومنه : 
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2-<1-م 1+2 دعر 
- - 2 د برة ومنه: 18 2: -2 دنر 
3-2-ج +3 -<ج 
وهو التمثيل الوسيطي للمستقيم (2). 
x=1+A4‏ 
2) لدينا : (P): 3x+y-22+1=0s (D): iy =2-A‏ 
3+2-<ج 


بتعويض ×, بروج بدلالة 4 في معادلة المستوي (م) نحصل على : 


1=0+(3+ 2)4 -(4+2-) + (1+ 3)4 وبعد تبسيط هذه 
المعادلة نجد : 0 =0 › إذن مهما تكون قيمة 4 فتكون معادلة 
المستوي () محققة وهذا يعني أن جميع نقاط المستقيم (7) هي 
ضمن المستوي (2) أي أن المستقيم (72) محتوى في (۲). 

3 (0) مستوي يشمل النقطة (8)2:1:4 و (1:1:2) شعاع 
ناظمي له. (2 در:) 1 نقطة من المستوي (0) يعني : 
دل BM‏ ومنه 0= «. 8M‏ ومنه : 

0 -(4-)2+(1-م)+(2-+*) ومنه 

0 -11-ج2 +ير +عر وهي معادلة المستوي (0). 

4) لدينا (2-:3:1) n,‏ و (1:1:2) v‏ . نلاحظ أن : 

0 -2(2-)+1+1«1» 3 يكافئ « 1 ,۸ ومنه (0) 1 (۲) 
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(4 (e (P)^(0) 


وهذه الجملة تمثل مستقيم (۸) . لإعطاء التمثيل الوسيطي د (۸) 
نأخذ ج وسيط ونعبر عن × و ر بدلالة ج في الجملة (*) أي 
)1( 1 -ج2 = 3x + py‏ 
E (2)‏ 
ومنه بضرب المعادلة (2) في (1-) وبجمع المعادلتين نحصل على 
)0 د ريجمع (1] و (3] تجدم 
(3) 22-11 عردم 
47-2 = ×2 ومنه 27-6 = نر وبتعويض في (2) نجد : 


نحل الجملة : 


الجملة 


2-6 دير 
7+ج4- در . بوضع =2 نجد 5[ 2 ; 4+17- = yJ‏ 
لم 


وهذه الجملة تعبر عن التمثيل الوسيطي للمستقيم (۸). 

5) 7 مسقط النقطة © على المستقيم (4) يعني » 1 C٤1‏ حيث 
(4:1-:2)» شعاع التوجيه ل (4) و(2 - :ر (1- CH (x,‏ 
ومنه : 0 - (2- ,رج) + ,ردر4 - (1- ,رعد) 2 = ير . 6017 ومنه : 
(*) 0= 4- ,رج + ,ربر4- ,2 وبما أن 7 يتمي إلى (4) فإن 
( 2-6 = بعد 3 17+ 41~ ص yy‏ د 1= برة ). 
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بتعويض ,رد , رر , ,ج بدلالة + في المعادلة (*) نجد 
0 -4-م +(4+17-)4-(2)2-6 ومنه 4 =1 . 
بتعويض UX‏ بقيمتها في معادلات التمثيل الوسيطي ل (۸) نجد : 
2= ×, 1= ر , 4 دج .إذن (2:1:4) ۸11 . 
6= )ت (r~‏ زمر xe) y~‏ - ررقق) 
6- أ) المعادلة الديكارتية للكرة )ئ( هي : 
2 - *(2-2)+ ”(0-ر)+ ”(2-×) ومنه : 
x +p +2 -2×x-42+1= 0‏ . 
ب) المسافة بين (1;0;2) ° مركز الكرة (5) والمستوي (0) 
ع _ 1+0+22-11-6 
م چ ےک الت م ٥.‏ )/ 
بما أن (۸ < 4) 2< 6/ ٠‏ فالمستوي (0) لا يقطع الكرة (5) . 
حل التمرين28 
M(x;y:z)e (D) (1‏ يعني : 1 = 401 ومنه : 
م- - 2 -ير 2-2 دير 
َه عد 0س بره ومنة ;A۸eR‏ دنر (D):‏ 
2-1-2 1+2<ج 
وهذه الجملة تعبر عن التمثيل الوسيطي للمستقيم (2) . 
602 : :ند ) 74 نقطة من الكرة (5) التي قطرها [48] 
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CH = 


. MA-MB =0 : يعني‎ 

لدينا MA(x-2;y;2-1)‏ و MB(x-1;y+1;2-2)‏ . 
MA‘ MB = (x-2)(x-1)+ y(y+1)+(2-1)(z-2)=0‏ 
وبعد التبسيط نجد : 0= 4+ 32- ر + ×3- ”2+ ”ر + ”× . 

3 إحداثيات ج مركز الكرة (5) هي : 


فخ خت عت ) أي اه 
2 2 2 22 2 

المستوي (R)‏ مماس للكرة (5) عند النقطة 4 يعني : 

(۸) 1 4ج ٠‏ إذن 4ج هو شعاع ناظمي للمستوي (۸) . 

لدينا )4 :4 :4(4 وتكون معادلة (۸) هي من الشكل 

سبج وار وما جع وما أو0 - x+y-z2+2k‏ 

وبما أن (۸) ٤‏ (۸4)2:0;1 فان : 0 = 2۸ +2+0-1 ومنه 

1- = 24 » إذن معادلة المستوي (۸)هي: 2-1=0-ر+x×.‏ 


حل التمرين29 
1+ 
1+2 دعر 2 
1( 2-2-2 برآ ومنه 2 -دبر-42 ومنه : 
2+32-- ج _ 2+2 
= 
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د -— ومنه : 

2 1 3 

x+2y-3=0 5 ×+1=2)2- (ر‎ 
-1-ج2-غ38‎ 0 3)x+1(=2)2+2( 


وهذه الجملة الأخيرة تمثل جملة معادلتين ديكارتيتين للمستقيم .)D(‏ 


x= -1+24 
دير‎ 2- : 
2= -2+ 341 : )يعن‎ D(۸ )F( 2 


3× -2y+ 2-2 =0 )e( 
ومنه بتعويض × ,ر ,ج بدلالة 1 في المعادلة الأخيرة (6) للجملة‎ 
3)-1+24(-2)2- (+ )-2+32(-2 =0 : نحصل على‎ 
: ومنه : 1= 2 وبتعويض قيمة 2 في معادلات الجملة نجد‎ 
1-<ع, 1د<سس,1دج. إذن المستقيم (7) يقطع‎ 
: المستوي (2) في النقطة (7)1;1;1. 3 لدينا‎ 


1+22--<عر 
2x-5y-32+6 =0‏ :)0( و (D):iy=2-4‏ 
م2+3-- <ج 


وبتعويضص عد, بروج بدلالة A‏ في معادلات المستوي )0( نجد : 
0 -6+(2+32-)3-(5)2-2-(1+21-)2 وبعد 


التبسيط ١‏ المعادلة تكتب 0 = 0 وهذا يعني أن جميع نقاط () تحقق 
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معادلة المستوي (0) ؛ إذن (2) محتوى في المستوي (2). 


' 0 -2-ج 3x-2y+‏ 
ب) (4) =(۶(^)2) يعي : لسع هد 


نأخذج وسيط ونعبر عن × و ربدلالة ج أي نحل الجملة : 
ER 0‏ بضرب المعادلة (*) في (2-) 
2x-5py = 37-6 (2)‏ 

والمعادلة (ه) في (3+) وبجمع المعادلتين نجد: 

117-2 = بر11- ومنه : 2+ج- = ر وبالتعويض في 
المعادلة )٠(‏ نجد : 2 + ج- = عد .إذن التمثيل الوسيطي 


X= +2‏ 
للمستقيم )4( هو معرف ب : ® 1€ ; 2 +- دبز 
ل اج 


4) لدينا : 0= 2-4 + ر + (x-2)‏ =4 - 2ج + تبر + شير 
ومنه : 2= 4 = تي + ر + (2-م) . إذن مركز الكرة (ى) 
هي النقطة (2:0:0) 2 ونصف قطرها 82-2 , 

المسافة بين (2:0:0) 2 والمستوي (P)‏ تساوي : 

رہ 214 _ 2 ززم),ه)». 


7 3+2+7 ` 
بما أن 2< ((5):ه) 4 فالمستوي (م) يقطع (5) وفق دائرة 
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حل التمرين30 

. BC (-1;-2;-4( أ) لدينا (1-:2:1) 48 و‎ -1 
AB- BC =2(-1)+1(-2)+ (-1)(-4) =0 

ومنه 8€ ل 48 . ب) المثلث 48٤€‏ هو قائم 8 . 


ج) مساحة المثلث 48٣‏ تساوي S =3 ABXBC‏ 


05 
ونعلم أن : 6 - * 1-)+ :1+ 2( = AB‏ 

1 = *4-) + *(2-) + (1-) = 86 . ومنه : 
كلل آل ×6 ۸× !- و : 


2- أ) لنفرض أن u(a:b;e)‏ ومنه 0-ع-20+8 - #م .عرو 
0 -ع20-4 -4م- = 80 ٠.‏ وبالتالي لدينا الجملة التالية : 

2a+b-c=0 (1)‏ 
-a4-2b-4 =0 )2(‏ 
الحلول . بضرب المعادلة (1) في (2+) و بجمع المعادلتين نجد : 
0 -ع34-6 أو 22-0 -م . لنأخذ في هذه المعادلة 2 = ۾ ومنه 
1= » . وبتعويض قيمتي ۾ وء في المعادلة (1)نجد 3-=ط . 
إذن (3;1-;1(2 . الشعاع يم عمودي على الشعاعين 48م و 796 
غير مرتبطين خطيا ومن نفس المستوي ( 480 )فهو عمودي على 


| وهذهالجشة قبل عد غير منت من 
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EEE ل‎ 


المستوي .(A4BC)‏ معادلة المستوي (ABC)‏ الذي (3;1- :1)2“ 
هو شعاع ناظمي له هي من الشكل : 0= 2+۸ + 2-3 وبماان 
(86 ) يشمل (1:0:1-)4 فإن : 4-0 +30+1-(1-)2 
ومنه 1 - ۸ . إذن معادلة (486 ) هي 0 -1+ج + بر3 - 26 . 
ج) النقطة (1:1:1-)2/ لا تنتمي إلى المستوي ( 486 ) لآن : 
0 2+1 +31 - (1-)2 . إذن الرباعي 1801 هو رباعي 
الوجوه. د) المسافة بين النقطة (1:1:1-) 8 والمستوي (48€) 
م 4 _ لالس ل 0 
7 17+ 3+ ا 9 
3 الرباعي الوجوه 48D‏ هو هرم قاعدته المثلث 48€ 
1 
وارتفاعه 4 ر فيكون حجمه يساوي : FB.‏ 
7 
حيث 8 هي مساحة القاعدة ( المثلث 48€ ) ومنه : 
تاباك 1 .و دم 1 


الاسم 8# سم 

3 
4- أ) تكون معادلة المستوي )8٤((‏ هي : 
0 = 3 + 22 + ر5 - 2 إذا كان إحداثيات النقاط 0,8 تحقق 
معادلة (8607) . بماأن 0 -20+3 +51 -21 فإن 
(1:1:0) 8 تنتمي إلى (807) . 


بما أن 0 -3+(4-)2+(1-)20-5 فإن (4-;1-:0) ° 
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تنتمي إلى (801) . 
أيضا النقطة (1:1:2-) 7 تنتمي إلى ( 8017 ) لأن إحداثيات 
النقطة 7 تحقق معادلة المستوي )8٤2(‏ . 
بما أن إحداثيات النقاط 8ر,),7/ تحقق المعادلة : 
0 -22+3 + ر5 - ×2 فتكون هذه المعادلة هي معادلة (8017 ) 
ب) المسافة بين النقطة 4 والمستوي (267 ) هي : 
|2(-1)-5x0+2x1+3| 3‏ 
مسر سيا 
ج) إذا اعتبرنا أن القاعدة للرباعي الوجوه 8٣2‏ 4 هي المثلث 
82 فيكون ارتفاع الرباعي الوجوه هي المسافة بين النقطة 4 
والمستوي )8٤2(‏ أي و . نعلم أن الحجم 7 للرباعي 
480 هو : ولا = نا لدينا 1= / ( سوال 3 ) 


و )33م و 8 تمثل مساحة المثلث 801 . 

4x Bx =1‏ = ما ومنه : 3 - سج 3= 8 
إذن مساحة المثلث 9017 هي : 33/.. 

حل التمرين31 

4)0:0:0( ,8)1:0:0(,6© )1:1:0( (1 
D(0;1;0) ,E (0;0;1) ,F )1:0:1( 
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© )1:1:1(, 8 (0;1;1) 

لدينا (1;1,0-) 2ه ,(1:1:1) 46 
(1:0:1-)88 . 10-60 +11 +(1-)»1 - مه 46 
0 -1»1 +120 ++ (1-)» 1 - تاق 46 . 

إذن 88 ل 46 و BE‏ 1 46 . الشعاع 46 عمودي على 

كل من الشعاعين 87 و 8٤‏ غير مرتبطين خطيا وينتميان إلى 
المستوي )8(٤(‏ فهو عمودي على هذا المستوي . 

2) معادلة المستوي (/82) الذي (1:1:1) 46 هو شعاع ناظمي 
له هي من الشكل : 0 = ۸ + ج + بر + عد وبما أن المستوي (8117) 
يشمل (8)1:0:0 .فان : 0 - 6 +1+0+0 ومنه 1- - ۸ › إذن 
معادلة المستوي (8217) هي : 0 -1-ج + بر + يد . 

3) المسافة بين النقطة (0:1,1) ٨1‏ والمستوي )8(E(‏ هي: 
3 1 0+1+1-12 
س 1+1+1ل. - ((ظاطق):0)11 

4) المستقيم (۸) يعامد المستوي (#(8) يعني أن (1:1:1)/ 
شعاع ناظمي للمستوي (2115) هو شعاع التوجيه المستقيم (۸) 
المستقيم (۸) هو موجه بالشعاع (1;1;1)» ويمر ب (0:1,1) 27 
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(۸) ء (2:« :»)1 يعني وجود عدد حقيقي 2 


xX=A‏ ل دعر 
بحيث : 2u‏ = 2774 ومنه ساق ومنه +1 جر 
ثم - 1[ عدج 1+2-<ج 


حيث ۸ ج 2 . وهذه الجملة الأخيرة هي التمثيل الوسيطي ل (۸). 


حل التمرين32 
1) لدينا (2:1:5-) ر# و (1:2:0) ي۸ . 
05-0 +2»1 +(2-)»1 د n۰n‏ ومنه يل م" 
إذن المستويين (8) و (0) متعامدان . 
2) معادلة المستوي () هي من الشكل : 0 = / + 52+ ر + ×2- 
وبما أن (5) e‏ (2;1-;1) 8 فإن : 
0= ۸ +1يا5 +(2-)+21- ومنه 1- - ۸ إذن معادلة 
المستوي (۲) هي : 0 -1-ج57 + بر+ 26- . 
(8) =(۶(^)0) يعني : 
1-01-ج5 -2x+ y+‏ 
0 
بأخذ بر كوسيط ( 2 = ر ) » لدينا من (2) 
7- - 7 +بر2- = × وبتعويض في (1) نجد : 2+3- = 2؛ 
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X= -21+7‏ 
إذن التمثيل الوسيطي للمستقيم (7) هو معرف ب : بر 
3+ 4- =2 


من التمثيل الوسيطي د(() نستنتج أن شعاع التوجيه المستقيم (() 
هو (1-:2:1-) أيضا .۸ هو شعاع التوجيه ل(18) »إذن 
(151-;2( - هو شعاع التوجيه ل (2) أي (1:1-:14)2 . 
النقطة (1-;1;4-) © هي نقطة من (() وهي توافق 4= ۸. 
3) المسافة بين النقطة (1-;2-;5) 4 والمستوي (8) هي : 
30 1-(1- واا ا | -))4(4:(7 
المسافة بين 4 والمستوي (0) هي : 

65 5-22-7]_ؤام). 

5 21 - ((0)رم)” 

4) بما أن المستويين (5) و (0) متعامدان فإن حسب نظرية 
فيتاغورس : ((4:)0 ) 42 +((4;)۶) *4 =((4:)2) *4 


ومنه 3۷2 = - 75 - 4 + كن | =(((4(. 
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حل التمرين33 
4B )-4:-1:7( , 46 )1:4:2( )1‏ . الشعاعين 48 و 46 
غير مرتبطين خطيا ومنه النقاط 4,: 0:8 ليست على استقامة واحدة 
فهي تشكل مستوي (2) . لدينا 0 - 2+3 + ر -×۲(:2) 
e )P(‏ (3-:4)1:2 لأن : 2-2-3+3=0 . 
(ص)ء (4-:3:1-)8 لأن : 0= 1+4+3-(3-)2 
C(2;6;-1) e (P)‏ لأن : 0= 2x×2-6+)-1(+3‏ . 
إذن معادلة المستوي (2) هي :0= 2+3 +ر-2×x‏ . 
2- المستقيم (7) يمر بالنقطة )4 a(-1%4:‏ وموجه بالشعاع 
(151-;2) ۸ الذي هو شعاع ناظمي للمستوي (2). 
(2)ء (2ررزعد) M1‏ يعني : 2۸ = 11ج ومنه : 
(1=22+× و 4- - وبر و 4 - 2-4( 
ومنه : (2 +1- ديراو لف - ول = ر و 4+4 (a=‏ 
وهذه المعادلات الثلاثة تشكل التمثيل الوسيطي للمستقيم (2). 
MA? = (x-1) + (y-2) + (2+3) = 6‏ 
4- 62 + برك ع2 - 2ج + ر + ر 
MB? = (x+3) +(y-1) + (2-4) =‏ 
y-8 +6‏ 2- ×6 + 2 + ر + ةعراب 
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MA? + MB? =2x? +2 ير‎ +27? +4x-6y-272+40 
: ومنه‎ M14 + M18” = 41 لدينا‎ 
: ر6 - ×4 + 27+ ”2+ ×2 ومنه‎ -27-1= 0 
: تيز ر تبر ومنه‎ + 2x3 4 =0 

ّ 9_ ذايرة _ ا 
4-J =‏ )ريل (e-1)‏ 

2 
4= 2-4( )0-4( +( . 
هذه المعادلة هي معادلة الكرة (5) التي مركزها (4⁄ :4 :1-) ت 
ونصف قطرها 2 - ۸ . ب) بعد النقطة ج عن المستوي (2) هو 

4+3 +34 -(1- )×2 ااا 
0 ےا ل کک ت ١ vo;‏ 
1+27+ 2 

بما أن المسافة بين النقطة ج مركز الكرة (5) والمستوي (م)هي 
تساوي الصفر » فالمستوي (2 ) يقطع الكرة (5) وفق الدائرة الكبيرة 
للكرة (5) أي الدائرة التي مركزها ج ونصف قطرها 2 . 
حل التمرين34 ۰ 
1) معادلة المستوي ( 486 ) هي :0 = 1+ 22 -ر + ×( خطأ ) 
لأن النقطة (1-:4)1:0 لا تنتمي إلى هذا المستوي . 


2) معادلة المستوي ( 48/8 ) هي : 0 -1-ج + ر - ×2( صحيح) 
لأن إحداثيات النقاط 4 ,8 ,© تحقق المعادلة :0 -1 - ج + بر - ×2 
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3) 4867 هو رباعي الوجوه لأن النقطة (1:1-:1) € لا تنتمي 

إلى المستوي ( 48/7 ) الذي معادلته 0 -1-ج + بر- :23 . 
1-2-ع 

4) التمثيل الوسيطي للمستقيم (48) هو : 2 -برة (خطا) 
2 +1-<ج 

لأن شعاع التوجيه المستقيم (48) هو (1:1:3-)/ والتمثيل 

الوسيطي يعطينا (1;1;2-)4 . 

5) المستقيم (48) محتوى في المستوي ذو المعادلة : 

0 -2 +ج + ر بعر ( خطأ) لأن النقطة (0:1:2) 8لا تحقق 

معادلة المستوي وبالتالي فهي لا تنتمي إليه . 

6) المستوي (0) ذو المعادلة 0 1+ ج -:ر2 + عد عمودي على 

المستوي (2) ( خطا) لأن (1-:1:2) 70 و (1:1-:2) م۸ غير 

متعامدان . 7) بعد النقطة )1-;1;0( A‏ عن المستوي (P)‏ هو 2 

( خطأ ) لأن النقطة 4 تنتمي إلى المستوي (2) ( إحداثياتها تحقق 

معادلة (2) ) وبالتالي يكون بعدها عن المستوي (۶) هو صفر . 

8 المستقيمان (48) و (80) متعامدان ( خطأ ) لأن : 

0 ع 6- - 4B. B€‏ وهذا يعني : (48) و (80) غير متعامدان 

9) 482 هو مثلث متساوي الساقين ( صحيح ) لأن : 

5ل - «8 - 48 . 
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0) إحداثيات النقطة 7 مسقط النقطة © على المستوي (482) 
هي (1:2-:0) ( خطأ ) لأن إحداثيات 77 لا تحقق معادلة المستوي 
(80ل) : 1-0 -ج + ر - 2 وبالتالي فهي لا تنتمي إليه . 


حل التمرين35 

M (x; y;z)e (A) 48 )2:3:2( (i-1‏ يعني وجود عدد 
X=8+21‏ 

حقيقي 2 بحيث : 2۰48 = 401 ومنه : 34 = yJ‏ 
z= 8+2‏ 


وهو التمثيل الوسيطي د (۸) 
ب)المستقيم (7) موجه بالشعاع (2-;3;2) 1 والمستقيم (۸) 
بالشعاع (2:3:2) ب . نلاحظ أن الشعاعين غير مرتبطين خطيا لآن 
2 » إذن المستقيمان (7) و (۸) غير متوازيان 
وبالتالي فهما إما متقاطعان أو ليس من نفس المستوي . 
لندرس تقاطع المستقيمين (2) و (4) . 
(1) 24+8 =5+31- 

(2(6)4) معناه : )2( 34 = 21 +41)*( 

)3( 24+8 =21- 
الجملة المكونة من المعادلتين )2( و )3( تقبل الحل : 
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3) لدينا 8/4 = 4714 ومنه 81417 = 401° ومنه : 
*(8-ع)+ *(0-م)+ AM? = (x-8)‏ 
BM? = (x-10) + (y-3) + (7-10)‏ 
72 = 4712 يكافئ : 
)x-10(” + )y-3(” + )2-10(‏ = ”(2-8) + ”ر + (و-ع) 
وبعد النشر وتبسيط المعادلة نجد : 0 = 42-81 + ر6 + ×8 وهي 
معادلة المستوي (0) . 4-أ) لدينا معادلة (5) : 
3y -182 +160 =0‏ - م18 - 2+ ”ر + × 
وهذه المعادلة نستطيع كتابتها على الشكل الآتي : 


174-4 “(و-م) + 34 -ر) + (و-») . 


نلاحظ أن (5) هي كرة مركزها )9:34:9( 1 منتصف [48] 


ي - =4 و 134- - م وهاتين القيمتين لا تحققان المعادلة (1) 
ومنه الجملة (*) ليست لها حل ويكون ( { = (۸) ۸ (() إذن 
المستقيمان (7) و (۸) ليس من نفس المستوي . 

2) لدينا (8;0;8) 4 نقطة من المستقيم (4) ٠‏ (2-:3:2)/: شعاع 
التوجيه (72) و (2:3:2) شعاع التوجيه المستقيم (4) . 
المستوي (2) يشمل المستقيم (4) ويوازي (2) يعني أن 
المستوي (2 ) يشمل النقطة 4 ويوازي كل من الشعاعين و « . 
نعلم أن معادلة (2) هي من الشكل : 0 = 4 + جع + برط + جه 
حيث n (a;b;c)‏ شعاع ناظمي ل (2). 
المستوي (2) يوازي كل من المستقيمين (() و (4) يعني : 

# لم فى 8« #1 ومنه 0 -4م.م, و 0= ومنه : 

3a +2b-2c =0 )1(‏ 
+3b+2c=0 (2)‏ 24 
0= ط5 + 54 ومنه 6- -م » وبأخذ 2= ۾ فان 2-= ظط 
وبالتعويض في المعادلة (1) نجد :1= ء › إذن (2;1-;۸)2 . 
وتكون معادلة المستوي (2) من الشكل : 0= 4 + ج + 2×-2y‏ . 
وبما أن (2) يشمل النقطة (8:0:8) 4 فإن : 

0= 4 +8 +228-20 ومنه : 24- - 4 › إذن معادلة 
المستوي (2) هي : 0 - 24 -ج +بر2 -21 . 
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ونصف قطرها 4 وقطرها 48 = 17/. = 2۸ 

ب) المستوي (2) يحتوي (۸) أي المستقيم (48) و 7 مركز 
الكرة (ى) هو منتصف [48] ٠‏ إذن المسافة بين مركز الكرة (5) 
والمستوي (2) تساوي 0 وهذا يعني أن المستوي (2) يقطع 
الكرة )ئ( وفق الدائرة الكبيرة أي الدائرة التي قطرها [48]. 


| ونه بجمع المعاتين نحصل على 
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